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Zusammenfassung

Draxler & Zessin (2015) haben eine Klasse pseudo-exakter oder konditionaler Tests
zur Power-Berechnung von Annahmen des Rasch Modells vorgeschlagen. Zum Si-
mulieren der fur die Power-Berechnung notwendigen Daten bedarf es Sampling-
Algorithmen. Verhelst (2008) hat mit dem Rasch Sampler einen relativ schnellen
Algorithmus entworfen, der die wahre Verteilung mithilfe von Markov Chain Mon-
te Carlo Prozeduren approximiert. Miller & Harrison (2013) haben mit dem Exact
Sampler einen Algorithmus entwickelt, der die exakte Verteilung abzahlen und dar-
aus ziehen kann. Die Genauigkeit der beiden Sampler wird verglichen, indem poten-
tielle Einfliisse der StichprobengréBe, DIF-Parameter und ltemschwierigkeit auf die
Genauigkeit der Power-Berechnung untersucht werden. Darliber hinaus werden die
Burn-In Phase und der Step-Parameter als Einflussfaktoren auf den Rasch Sampler
tberprift. Die Genauigkeit der Sampler unterscheidet sich nicht wesentlich. Bei stei-
gender Stichprobengré3e steigt die Power an. Auch bei gréBeren Modellabweichung
im Positiven wie im Negativen kann eine héhere Power beobachtet werden. Bei mo-
derater ltemschwierigkeit ist die Power bei positivem und negativem DIF-Parameter
nahezu gleich grof3 und bei Modellabweichung eines leichten ltems ist die Power
bei positiver Abweichung gréBer als bei negativer. Mit einem schwierigen ltem ist
mit dem Unterschied, dass die Streuung deutlich héher ausféllt, ein gegensatzli-
cher Trend zu beobachten. Weder die Burn-In Phase noch der Step-Parameter hat
einen Einfluss auf die Genauigkeit des Rasch Samplers. Aufgrund von effizienterer
Berechnung sollte in jedem Fall der Rasch Sampler verwendet werden. Die Ergeb-
nisse bezlglich des Verhaltens der Power unter Variation verschiedener Parameter

entsprechen den Beobachtungen von Draxler & Zessin (2015).

Schlisselworter: Rasch Modell, Power, Pseudo-exakte Tests, Konditionale Tests,

Rasch Sampler, Exact Sampler



Abstract

Draxler & Zessin (2015) proposed a class of pseudo-exact or conditional tests for
power calculation of assumptions of the Rasch model. Sampling algorithms are re-
quired to simulate the data required for power calculation. Verhelst (2008) designed
a relatively fast algorithm called the Rasch Sampler, which approximates the true
distribution using Markov Chain Monte Carlo procedures. Miller & Harrison (2013)
developed an algorithm called the Exact Sampler, which can count the exact distri-
bution and draw from it. The accuracy of the two samplers is compared by examining
potential influences of sample size, DIF-parameters and item difficulty on the accura-
cy of the power calculation. Furthermore, the burn-in phase and the step parameter
are checked as influencing factors on the Rasch Sampler. The accuracy of the samp-
lers does not differ meaningfully. The power increases with higher sample size. Also
the power increases with larger positive and negative model deviations. With mo-
derate item difficulty, the power for positive and negative DIF-parameters is almost
equal. If an easy item deviates from the model, the power is greater if the deviation
is positive than if the item is negative. With a difficult item, a contrasting trend can be
observed with the difference that the range of the power values is relevantly higher.
Neither the burn-in phase nor the step parameter has any influence on the accuracy
of the Rasch Sampler. Due to more efficient calculation the Rasch Sampler should
be used in any case. The results concerning the behaviour of the power under va-
riation of different parameters correspond to the observations of Draxler & Zessin
(2015).

Keywords: Rasch model, Power, Pseudo-exact tests, Conditional tests, Rasch

Sampler, Exact Sampler
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1 Einleitung

Die psychologische Testtheorie ist in der Psychologie eine der Grundlagen fir neue
Erkenntnisse. Anders als zum Beispiel bei der Kdrpergré3e, sind viele interessie-
rende Dimensionen in der Psychologie nicht direkt messbar. Derartige Merkmale
nennt man latent. Jedes Mal, wenn ein latentes Merkmal sichtbar gemacht wer-
den soll, muss man einen psychologischen Test anwenden. Dabei kdnnen die An-
wendungsbereiche von Intelligenzquotienten Uber Persénlichkeitsmerkmale bis hin
zur Erfassung ganzheitlicher Arbeitsbedingungen alle nur erdenklichen Bereiche der
Psychologie abdecken. Aber auch in anderen Fachbereichen finden testtheoretische
Ansatze Anwendung. Es gibt grundsatzlich zwei Ansatze: die klassische und die pro-
babilistische Testtheorie. Fir diese Arbeit ist ausschlief3lich Letztere von Bedeutung.
Die probabilistische Testtheorie geht davon aus, dass die Auspragung des gemesse-
nen Merkmals sowohl von der Personenféhigkeit als auch von der ltemschwierigkeit
abhangt. Dabei gibt es je nach Anwendungsbezug im Rahmen der ltem response
theory (IRT) Modelle, mithilfe man die Wahrscheinlichkeit ausrechnen kann, einen
bestimmten Wert fir ein bestimmtes ltem zu erzielen. Bei einer erneuten Testung
der Personen wirde die Wahrscheinlichkeit far eine Antwort = gleich bleiben, aber
das Ergebnis kdnnte variieren, da der Zusammenhang nicht deterministisch festge-
legt ist. Die probabilistische Testtheorie hat in den letzten Jahren vermehrt an Be-
deutung gewonnen, was weniger an der kirzlichen ErschlieBung des theoretischen
Fundaments, sondern viel mehr an dem rasanten Fortschritt der Technik liegt, die
es bendtigt, um Kalkulationen unter der IRT durchzufihren. Ein bekanntes Anwen-
dungsbeispiel sind die PISA-Studien (Prenzel, Walter & Frey, 2007). Da die Lern-
plane zwischen den verschiedenen Landern nicht identisch sind, kénnen nur IRT
Modelle einen adaquaten Vergleich schaffen.

Eine zentrale GréBe vor und nach der Durchflhrung eines Tests ist die Anzahl
der richtigen und falschen Ergebnisse. Wie oft erkennt der Test zum Beispiel eine

pathologische Diagnose, obwohl der Patient gesund ist und wie oft wird der Patient
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gesund eingeschatzt, obwohl dieser eine Erkrankung hat? Wahrend ersterer Frage
in der Vergangenheit bereits viel Aufmerksamkeit zuteil wurde, hat man die Wich-
tigkeit letzterer 1anger unterschéatzt. Dabei kann dieser Fehler je nach Kontext nicht
nur genauso relevant sein wie der erste, sondern noch tiefgreifender. Angenommen,
ein Test soll Schizophrenie diagnostizieren. Nach der Diagnose erhalt der Patient ein
starkes Neuroleptikum mit schwerwiegenden Nebenwirkungen. Der erste Fehler be-
schreibt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Patient, der keine Schizophrenie hat, das
Neuroleptikum verschrieben bekommt. Das ist sicherlich nicht erwiinscht, aber der
zweite Fehler beschreibt in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit, dass eine schizophre-
ne Person als gesund diagnostiziert und unbehandelt nach Hause geschickt wird.
Diese letztere Wahrscheinlichkeit kann kontrolliert werden. Man sollte die Power —
die Gegenwahrscheinlichkeit besagten Fehlers — eines statistischen Tests, wie Drax-
ler (2010) vorgeschlagen hat, genau wie den Fehler erster Art a priori festlegen und
aufgrund dessen die fir eine gewlnschte Genauigkeit bendtigte Stichprobengréie
ausrechnen.

Im Anwendungskontext von Modellen unter der IRT kann die Power mithilfe von
Simulationen berechnet werden. Fir diese Simulationen gibt es zwei verschiedene
Ansatze. Einerseits ein relativ schnelles, approximatives Verfahren und andererseits
ein langsameres Verfahren, bei dem die exakte Verteilung bekannt ist. Da der exakte
Algorithmus extrem rechenintensiv ist, muss die Frage gestellt werden, in welchen
Szenarien es genulgt, die zugrunde liegende Verteilung zu approximieren und wann
oder ob Uberhaupt die Notwendigkeit der exakten Berechnung besteht. Auch ist es
durch die exakte Funktion zum ersten Mal méglich, die Genauigkeit des approximati-
ven Verfahrens im Allgemeinen zu Uberprifen, da die genaue Verteilung bekannt ist.
Diesen Fragen sowie dem Abklaren potentieller Einflisse verschiedener Parameter

auf die Power-Berechnung evaluiert diese Arbeit.



1.1 Theoretischer Hintergrund

Im Folgenden werden die fir diese Arbeit notwendigen theoretischen Fundamente
vom bindren Rasch Modell Uber die Berechnung der Power pseudo-exakter oder
konditionaler Tests von Annahmen des Modells nach Draxler und Zessin (2015) bis

hin zum Vergleich der Funktionsweise verschiedener Sampling-Algorithmen erklart.

1.1.1 Das binare Rasch Modell

Eines der am weitesten verbreiteten probabilistischen Modelle ist das dichotome be-
ziehungsweise bindre Rasch Modell. Es gibt die Wahrscheinlichkeit fir eine richtige
oder falsche Antwort gegeben einer ltemschwierigkeit 5 und Personenfahigkeit 6 an
(Rasch, 1960). Die Gleichung ist gegeben als

B explzy(0, — 5i)]
P(Xm - xvilevaﬁi) - 1+ exp(@v — BZ) ’

(1)

mit 6, als Personenparameter fur v = 1,...,n Personen, g; als ltemschwierigkeit flr i
=1,...,.k ltems, X,; als Variable fur eine Antwort einer Person v auf ein ltem ¢ und
x,; als konkreter Wert, den die Variable X,; annehmen kann mit z,, € {0,1}. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung aller Antworten von n Personen auf k ltems ist dabei

gegeben als
n k

TP (X0 = 2w, (2)

v=1 i=1
wodurch die Multiplikation séamtlicher gegebener Einzelwahrscheinlichkeiten ausge-
drickt wird. Das binare Rasch Modell hat fiinf Haupteigenschaften, die als Voraus-
setzung zur Gultigkeit gegeben sein missen: eine uniforme Verteilung, eine streng
monoton steigende, logistisch verlaufende Itemcharakteristikkurve, Eindimensionali-
tat und lokale stochastische Unabhangigkeit. Aus diesen Modellannahmen resultiert
statistische Suffizienz. Von Suffizienz spricht man, wenn bestimmte Parameter ohne

Informationsverlust durch andere Parameter ersetzt werden kénnen. Im Falle des



Rasch Modells bedeutet es, dass die Zeilen- und Spaltenrandsummen die selben
Informationen enthalten, wie die Personen- respektive Itemparameter. Daraus resul-
tiert beispielsweise ein gleicher Personenparameter fiir jene Personen mit gleichem
Summenscore (Anzahl richtig beantworteter ltems). Die Matrizen unterliegen also
gegeben der Zeilen- und Spaltenrandsummen einer bedingten Gleichverteilung. Die
durch das Rasch Modell gegebene suffiziente Statistik ermdglicht eine Kalkulati-
on, ohne alle Parameter des Modells zu kennen. Wenn die wahren Personen- und
ltemparameter unbekannt sind, gentgen beispielsweise die Randsummen, da letz-
tere die selben Informationen beinhalten. Diese Eigenschaften haben sich Draxler &
Zessin (2015) bei pseudo-exakten oder konditionalen Tests zur Power-Berechnung

zu Nutze gemacht.

1.1.2 Pseudo-exakte oder konditionale Tests

Um die Power nach Draxler & Zessin (2015) auszurechnen, bendtigt es neben der
Zeilen- und Spaltenrandsummen ebenfalls ein a priori festgelegtes a-Niveau. Dabei
ist o die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art. Die Power wird mit 1 — 5 bezeichnet.
Die bereits angesprochene Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art ist . Die Power
drickt somit die Wahrscheinlichkeit aus, die Nullhypothese korrekterweise zu ver-
werfen. Es handelt sich um konditionale oder pseudo-exakte Tests, weil die exakte
bedingte Verteilung der Matrizen — gegeben der Zeilen- und Spaltenrandsummen —
aufgrund der Vielzahl an Mdglichkeiten und rechenbedingter Limitationen nicht be-
stimmt werden kann (Draxler & Zessin, 2015). In der Psychologie ist haufig der Ver-
gleich zweier oder mehreren Gruppen gefragt wie zum Beispiel zwischen Mannern
und Frauen oder Gesunden und Kranken. Die Gruppe sei bezeichnetalst =1, ..., u
mit v < n. Die Anzahl aller Gruppen t ist somit u. Zur Diskriminierung zwischen der
Gruppenzugehdrigkeit verschiedener Personen wird der Vektor a! = (a1, ..., ay,) Mit
Person v in u Gruppen verwendet. Wenn Person v zur Gruppe ¢ zugeordnet ist, er-
gibt sich a,;, = 1, ansonsten a,; = 0. Wenn mehrere Gruppen mit © > 2 gegeben

sind, entsteht eine Power genau dann, wenn mindestens ein ltem ¢ innerhalb einer
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Gruppe t abweicht. Diese Modellabweichung nennt man DIF-Parameter und wird
als o0;; bezeichnet. Damit die Lésungswahrscheinlichkeit unter Bertcksichtigung des
Gruppenvektors a,; sowie des DIF-Parameters ¢§,; méglich ist, wird eine Konfigura-
tion von (1) benétigt. Die Gleichung der Lésungswahrscheinlichkeit eines ltems ist

somit gegeben als

€xp [xvi <01) + 6@ + Zu: avtéti)]
Py (Xm' = %i) = = . (3)

1 +exp <9v + 06+ avt5ti)
i=1

Es sei fir den Fall keiner abweichenden Verteilung mit §, = 0 fir ¢ = 1, ..., u erwéhnt,
dass die Gleichung aus (3) der aus (1) entspricht. Die Lésungswahrscheinlichkeit
der Personen fir alle ltems gegeben der Zeilenrandsummen r4, ..., 7, und der Spal-
tenrandsummen s, ..., sg, erhalt man aufgrund der suffizienten Statistik der Zeilen-
und Spaltenrandsummen far 6, und 5; als

n k wu
exp( I xviavtfsti)

! ! ! / v=14=1t=1
P(Xi=xy,...X,, 1=, {|r1,...;Tn, 81, ..., Sk) = . (4)

S -,
Q v=11i=1t=1

wobei 2 den Stichprobenraum beschreibt. X| = (X,1, ..., X\x_1) ist der Vektor k£ — 1
freier Antworten von Person v mit z = (x,1,...,z,-1) als die zugehoérigen, beob-
achteten Auspragungen dessen. Es existieren k — 1 Freiheitsgrade, weil zu Beginn
ein Item als Normierungsparameter festgelegt wird, welches aufgrund von Identifi-
Zierbarkeit immer eine Modellabweichung von §,; = 0 haben muss. Alle weiteren
ltemparameter durfen beliebig abweichen. Der kritische Bereich der GréB3e « inner-
halb von 2 sei C genannt. Die Power fur verschiedene DIF-Parameter 64, ..., §,, erhalt

man schlussendlich durch das Summieren von (4) Gber C' mit

B(O1, oy 0u) = > P(X{ =, X}y =2y 4|11, P S1, oy 85). (5)
C



Um im Rahmen dieser Arbeit in verschiedenen Szenarien die Power ausrechnen zu
kénnen, werden Daten benétigt. Diese werden entweder aus gegeben Zeilenrand-
summen ry,...,r, und Spaltenrandsummen sy, ..., s, oder aus den Personen- und
ltemparametern simuliert. Bei kleinen Matrizen (n < 150 und k£ < 4) mussen diese
manuell ausgewahlt werden, da bei zufalliger Auswahl betrachtliche Differenzen zwi-
schen informativer und totaler StichprobengréBe entstehen kdénnen und durch die
Auswahl besagte Differenz als Ursache flr Schwankungen der Power ausgeschlos-
sen werden kann. Nicht informative Zeilen- und Spaltenrandsummen sind jene, die
einen Score von 0 oder k& haben. Aufgrund rechenbedingter Limitationen enthalt 2
in dieser Arbeit nicht alle méglichen Matrizen, sondern nur eine zuféllig gezogene

Auswahl. Den Vorgang des Ziehens bezeichnet man als Sampling.

1.1.3 Sampling

Bevor die Funktionalitét der beiden in dieser Arbeit verglichenen Sampling Algorith-
men verglichen werden kann, muss zuerst erklart werden, was Sampling eigentlich
ist. Sampling ist das zufallige Ziehen aus einer Verteilung. Wenn sich beispielsweise
finf rote und funf blaue Kugeln in einer Urne befinden und man zufallig eine Ku-
gel zieht, liegt die Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugel zu erhalten, bei 50 Prozent.
Allerdings kann es auch passieren, dass man in funf Versuchen mit Zurlcklegen
jedes mal eine blaue Kugel erhélt. Die Wahrscheinlichkeit daftr betragt zwar ledig-
lich 3.1 Prozent, aber der zentrale Punkt bei der Arbeit mit Wahrscheinlichkeiten ist
der Zufall. Man kann nie wissen, ob man bei zehnmaligem Ziehen aus einer Bino-
mialverteilung mit einer Erfolgswahrscheinlichkeit von .5 am Ende tatsachlich funf
rote Kugeln erhalt. Die Large Sample Theory besagt jedoch, dass sich bei einer
hohen Anzahl an Ziehungen die beobachtete Verteilung an die zugrunde liegende
Verteilung annahert (Anscombe, 1952). Das heif3t, dass man bei 1 000 Versuchen
anndherungsweise 500 rote Kugeln erhalten wirde. Aber wie geht man vor, wenn
zwar die Art der Verteilung, aber nicht die genaue Population bekannt ist? Also in

diesem Beispiel zwar zu wissen, dass eine Binomialverteilung zugrunde liegt, aber
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weder die genaue Anzahl der Kugeln in der Urne noch das Verhaltnis zwischen roten

und blauen Kugeln zu kennen.

1.1.4 Ziehen aus approximativer Verteilung

Uber die Jahre wurden verschiedene Algorithmen entwickelt, um dem Problem der
unbekannten Verteilung entgegenzuwirken. Da man bei Glltigkeit des Rasch Mo-
dells von einer uniformen Verteilung ausgeht, hat folglich jede mdgliche Matrix un-
ter gegebenen Zeilen- und Spaltenrandsummen dieselbe Auftrittswahrscheinlichkeit
von n~! mit n als Anzahl an Mdglichkeiten. Der Grund flir die Schwierigkeit des ge-
nauen Berechnens der zugrunde liegenden Verteilung bei unter dem Rasch Modell
erstellten Matrizen ist die Masse an Méglichkeiten. Wenn man sich das Antwortmus-
ter einer Person bei zehn Items unter einem Summenscore von 6 ansieht, gibt es
bereits () beziehungsweise 210 verschiedene Mdglichkeiten, wie dieser Antwort-
vektor aussehen kann. Wenn 10 Personen 10 Items beantworten, mit den Spalten-
randsummen von beispielsweise (4, 6, 5, 5, 5, 4, 2, 4, 4, 4) und den Zeilenrand-
summen von (1, 3, 8,7, 5, 9, 4, 2, 2, 2), existieren hingegen bereits 884 321 373
036 verschiedene Mdglichkeiten, wie die Matrix konfiguriert sein kann. Es ist leicht
vorstellbar, wie viel mehr Méglichkeiten bei praxisrelevanten Szenarien wie zum Bei-
spiel mit 150 Personen und 25 ltems existieren. Anstelle einer genauen Berechnung
kann man die Verteilung jedoch approximieren. Dafir kénnen Markov Chain Monte
Carlo (MCMC) Prozeduren verwendet werden. Es resultiert eine stationare Vertei-
lung, die unabhangig vom Startpunkt der Markov-Kette ist. Vergangene Ziehungen
haben also keinen Einfluss auf weitere Schritte der Markov-Kette. Man kénnte folg-
lich keine Markov-Kette zur Simulation der stationaren Verteilung verwenden, wenn
aus dem Beispiel unter 1.1.3 die Kugeln nach jeder Ziehung nicht wieder in die Urne
zurlckgelegt, sondern entfernt werden.

Zur Bewertung der Approximation verschiedener Sampler schlagt Verhelst (2008)
die Betrachtung aus zwei Perspektiven vor: die der statistischen Effizienz und die der

rechnerischen Effizienz. Mit der statistischen Effizienz ist die Genauigkeit und somit
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Richtigkeit des Samplers gemeint, die mithilfe der Standardabweichung gemessen
werden kann. Die rechnerische Effizienz wird als Zeit gemessen, die der Sampler
bendtigt, um eine bestimmte (gewilnschte) Standardabweichung zur erhalten. Ei-
ne besondere Art von MCMC ist das so genannte Sequential Importance Sampling
(SIS). Snijders (1991) hat als erstes einen SIS-Algorithmus implementiert. Da dieser
allerdings nur 7 x 7 Matrizen und in Abhangigkeit der Randsummen auch ausge-
wahlte gréBere Szenarien ausrechnen kann, haben Chen & Small (2005) einen neu-
en SIS basierten Algorithmus entwickelt. Dieser kann jedoch ebenfalls aufgrund von
begrenzten Rechenkapazitaten lediglich Szenarien von 100 x 100 Matrizen mit allen
Zeilen- und Spaltenrandsummen gleich 2 (Chen, Diaconis, Holmes & Liu, 2005) und
200 x 30 groBe Matrizen mit konstanten Randsummen abdecken (Chen & Small,
2005). Laut Verhelst (2008) besitzt der Algorithmus von Chen & Small (2005) bei
moderaten oder grof3en realistischeren Szenarien lediglich eine geringe statistische
Effizienz. Die zwei bedeutendsten MCMC-Algorithmen zur Simulation von Matrizen
unter dem Rasch Modell ohne SIS haben Ponocny (2001) und Verhelst, Hatzinger &
Mair (2007) entwickelt. Der Algorithmus von Verhelst et al. (2007) basiert im Grun-
de genommen auf einer ahnlichen ldee wie der von Ponocny (2001), allerdings ist
ersterer bedeutend effizienter geschrieben. Durch die effiziente Berechnung konnen
Szenarien mit bis zu 4 096 Zeilen und 128 Spalten berechnet werden (Mair, Hatzin-
ger & Maier, 2016). Resultierend aus der Bewertung der vorgestellten Algorithmen
ist zu diesem Zeitpunkt der Rasch Sampler von Verhelst hinsichtlich der statisti-
schen sowie rechnerische Effizienz fur das Ziehen eines Rasch Modells aus einer
approximierten Verteilung die beste Wahl (Verhelst et al., 2007).

Bei einer MCMC-Prozedur wird eine sogenannte Burn-In Phase bendtigt, um die
Markov-Kette konvergieren zu lassen. Diese Phase bezeichnet demnach die An-
zahl notwendiger Matrizen, die flr eine angemessene Approximation der tatsach-
lichen Verteilung bendtigt wird. Anders als beispielsweise bei bayesschen MCMC-
Prozeduren, muss die Burn-In Phase nicht mit mehreren Tausend Matrizen gewahlt

werden, sondern es genltgen nach Aussage von Verhelst (2008) wenige Hundert.
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Dies wird in dieser Arbeit Uberprift. Der Rasch Sampler ist in der statistischen Pro-
grammiersprache R implementiert und hat drei Parameter, die bei der Simulation
der Matrizen von Bedeutung sind. n_eff definiert die Anzahl der zu ziehenden Ma-
trizen, burn_in legt die zuvor definierte Burn-In Phase fest und step beschreibt die
Anzahl der Matrizen, die bei der Ziehung nicht bericksichtigt werden. Bei einem vor-
eingestellten Step-Parameter von 16 wirde die Funktion also nur jede 16. Matrix, die

berechnet wurde, zum Konvergieren der Markov-Kette verwenden.

1.1.5 Ziehen aus exakter Verteilung

Miller & Harrison (2013) haben einen Algorithmus entwickelt, um die diskrete Vertei-
lung bei gegebenen Spalten- und Zeilenrandsummen zu berechnen. Man beachte,
dass trotz des Wissens Uber die genaue Verteilung eine zufallige Komponente invol-
viert bleibt, da nicht alle Matrizen aus der Verteilung, sondern nur eine Auswahl in
Abhangigkeit der gewilnschten Genauigkeit zur Power-Berechnung herangezogen
werden. Im Gegensatz zum Rasch Sampler von Verhelst et al. (2007) kann man
die Verteilung im Exact Sampler fir gréBere ltem- und Personenzahlen nur unter
stunden- oder gar tagelanger Berechnung bestimmen.! Der neue Algorithmus ist
dennoch schneller als bisherige Versuche, die Verteilung mithilfe naiver Rekursion
exakt zu berechnen, weil Symmetrien durch wiederholt auftretende Spaltensummen
ausgenutzt werden (Miller & Harrison, 2013). Bei naiver Rekursion hingegen wdir-
de der Speicherplatzverbrauch linear mit der Rekursionstiefe steigen, wodurch eine
bedeutend schlechtere Performance im Vergleich zu der neuen Methode von Miller
& Harrison (2013) zu erwarten ware. Miller & Harrison (2013) empfehlen trotzdem
lediglich eine maximale Zeilen- und Spaltenanzahl von m + n < 100. Dies ist aus
praktischer Sicht eine nicht unwesentliche Einschradnkung, da in der Psychologie in
der Regel deutlich gréBere Szenarien benbtigt werden. Diese Limitation ist jedoch
ausschlieBlich rechenbedingt. Es ist grundsatzlich also durchaus méglich, Matrizen

mit gré3eren Dimensionen ausrechnen zu lassen. In dieser Arbeit werden auch gro-
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Bere Szenarien (maximal m + n = 154) durchgerechnet. Es sei an dieser Stelle
anzumerken, dass diese Limitation bei fortschreitender Technik in einigen Jahren
bereits obsolet sein kann.

Es gibt fur diesen Algorithmus einen R Wrapper (Miller & Harrison, 2013). Die-
ser besteht aus zwei Funktionen: eine zum Zahlen aller méglichen Matrizen und
eine zum tatsachlichen Ziehen einer gewlnschten Anzahl von Matrizen aus der be-
kannten Gesamtverteilung in Abhangigkeit der Spalten- und Zeilenrandsummen. Es
sei darauf verwiesen, dass der R Wrapper auf zwei Executables (.exe) zurickgreift,
sodass die Berechnung mit dem Exact Sampler zum Zeitpunkt dieser Arbeit auf
UNIX(-like) Systemen lediglich mit einer in einer Virtual Machine installierten Win-

dows Umgebung moglich ist.

1.2 Fragestellung

Die Frage ist nun, ob der Exact Sampler die Power genauer als der approximative
Rasch Sampler berechnen kann, der deutlich weniger Zeit zum Ziehen der Matri-
zen benétigt. AuBerdem wird die durch die Zufallsziehung resultierende Varianz der
Power bei Variation verschiedener Parameter untersucht. Die Fragestellung dieser
Arbeit Iasst sich in funf Teile (A - E) gliedern. In Fragestellung A wird der Rasch
Sampler in kleinen Szenarien direkt mit dem Exact Sampler verglichen. Alle weiteren
Fragestellungen beschaftigen sich ausschlie3lich mit dem Rasch Sampler. Frage-
stellung B untersucht die Power pseudo-exakter Tests bei steigender Personen- und
gleichbleibender ltemanzahl. In Fragestellung C wird der Einfluss des DIF-Parameters
Uberprift. In der darauf folgenden Fragestellung D wird der Einfluss der ltemschwie-
rigkeit untersucht. Die Fragestellung E Uberprift Genauigkeitsschwankungen des
Rasch Samplers bei Veranderung der Burn-In Phase und des Step-Parameters, die
beide einen potentiellen Einfluss auf das Konvergieren der Markov Kette haben. Die
Zielsetzungen sind konkrete Empfehlungen fiir die Anwendung in der Praxis bezlg-

lich der Wahl der Sampling-Prozedur, der zu erwartenden Schwankung der Power
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sowie der zu berucksichtigen Einflussfaktoren.

2 Methodik

Im Folgenden wird das genaue Studiendesign zur Beantwortung der sechs Frage-
stellungen und die fir die Datenanalyse verwendete Hardware und Software vorge-

stellt.

2.1 Studiendesign

FOr samtliche Berechnungen wird « mit 5 Prozent gewahlt. Die Anzahl der gezo-
genen Matrizen wird bei Fragestellung A auf 3 000 und bei Fragestellung B bis E
auf 8 000 festgesetzt, da diese als gentigend grol3 angenommen werden kann, um
die gesamte Verteilung abzubilden (Draxler & Zessin, 2015). Auf Basis der jeweils
gezogenen Matrizen wird jeweils ein Power-Wert berechnet. Dieses Verfahren wird
in Fragestellung A 1 000 und bei den anderen Fragestellungen 3 000 Mal wieder-
holt, sodass man pro Szenario 1 000 respektive 3 000 Power-Werte und somit eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Power erhélt. Der Datensatz wird in der Mitte hal-
biert, um zwei Gruppen zu erhalten. Welches Merkmal genau diese Gruppen unter-

scheidet, ist fur die Zielsetzung dieser Arbeit nicht ndher von Bedeutung. Fir eine
Tabelle 1

Spaltenrandsummen aller Items fir verwendete Personenzahlen (Fragestellung A)

ltem Personenanzahl
10 30 60 90 120 150
1 8 23 60 73 95 117
2 6 17 28 51 69 89
3 3 12 16 34 41 53
4 2 7 12 15 19 24

bessere Versténdlichkeit sei die Gruppe nach Geschlecht unterteilt. Die erste Hélfte

der Personen ist mit a,; = 1 ménnlich und die andere mit a,; = 0 weiblich. Innerhalb
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der mannlichen Stichprobe wird ein abweichendes Item i ausgewahlt. Die Burn-In
Phase und der Step-Parameter fiir die MCMC-Prozedur im Rasch Sampler werden,
abgesehen von Fragestellung E, auf 300 und 16 festgelegt. Fir alle Szenarien, au-
Ber denen in Fragestellung D, wird Item 13 fir die Modellabweichung ausgewéahlt, da
dieses Item sich aufgrund der Spaltenrundsumme von 56 genau in der Mitte befindet

und somit eine moderate Schwierigkeit aufweist. Flr die Fragestellungen A, B und E

Tabelle 2

Absolute Haufigkeit der Summenscores (Zeilenrandsummen) fiir verwendete Perso-
nenzahlen (Fragestellung A)

SUMMENscore Personenanzahl
10 30 60 90 120 150
1 3 8 17 26 38 46
2 5 15 30 45 60 75
3 2 7 13 19 22 29

wird ein DIF-Parameter von 0.6 gewéhlt. Die Personenzahl wird bei Fragestellung A
bei vier Items zwischen 10, 30, 60, 90, 120 und 150 variiert. Die gewéhlten Zeilen-
und Spaltenrandsummen kénnen Tabelle 1 respektive Tabelle 2 enthommen wer-
den. Als normierendes Item wird das vierte Iltem und als differierendes das zweite
festgelegt. Fur Fragestellung B wird eine ltemanzahl von 25 firr 10, 30, 90, 150, 250,
350 und 500 Personen gewahlt. Die Personenparameter fur Fragestellung B und fol-
gende Fragestellungen werden aus einer Normalverteilung mit einem Mittelwert von
0 und einer Standardabweichung von 2 bei einem Seed von 123 gezogen. Die 25
ltemparameter fUr Fragestellungen B bis E werden arbitrar als (-3, -2.5, -2, -1.5, -1,
-0.875, -0.75, -0.625, -0.5, -0.375, -0.25, -0.125, 0, 0.125, 0.25, 0.375, 0.5, 0.625,
0.75,0.875,1, 1.5, 2, 2.5, 3) gewahlt. Bei Fragestellung C wird ein Szenario mit 100
Personen und 25 Items verwendet. Dabei wird die Power flir 15 DIF-Parameter von
-1.75 bis 1.75 mit einem Abstand zwischen den Parametern von 0.25 (ausgenom-
men 0) ausgerechnet. Das abweichende ltem wird hier ebenfalls als ltem 13 gewahilt.

In Fragestellung D werden die Berechnungen aus C wiederholt mit dem Unterschied
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die Modellabweichung einmal bei ltem 24 mit 19 als Minimum der Spaltenrandsum-
men und somit einem besonders schwierigem Item festzulegen und einmal bei ltem
1, welches mit 93 dem Maximum der Spaltenrandsummen entspricht und somit ein
besonders leichtes ltem darstellt. FUr Fragestellung E werden die gleichen Parame-
ter wie in C gewahlt. Variiert wird die Burn-In Phase zwischen 300, 4 000 und 8 000

sowie der Step-Parameter mit 16, 32 und 50.

2.2 Datenanalyse

Samtliche Berechnung werden mit R 3.4.3 durchgeflihrt (R Core Team, 2017). Die
geschriebenen Funktionen befinden sich im Anhang. Der vollstandige Code zur Be-
rechnung, Auswertung sowie Erstellung der Graphen kann auf GitHub unter https://
github.com/j3ypi/Bachelorarbeit heruntergeladen werden. Der Code ist so ge-
schrieben, dass die Mdglichkeit besteht, nach der Installation der notwendigen Packa-
ges den Code unter Windows in dieser Form auszuftuhren. Auf UNIX(-like) Systemen
kénnen aus unter 1.1.5 beschriebenen Griinden lediglich die Fragestellungen B bis
E nachgerechnet werden. Zur Berechnung und Ziehung des Rasch Modells wird auf
das eRm Package zurlckgegriffen (Mair et al., 2016). Dartber hinaus werden Funk-
tionen aus den Packages here (Miiller, 2017), rio (Chan, Chan, Leeper & Becker,
2018) und tidyverse (Wickham, 2017) verwendet. Um die verschiedenen Fragestel-
lungen zu beantworten, werden deskriptiv alle Szenarien ausgewertet (siehe A.6).
AuBerdem werden Box Plots erstellt, die jeweils die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Power-Werte basierend auf 1 000 Replikationen bei Fragestellung A und 3 000

Replikationen bei den anderen Fragestellungen erstellt.

3 Ergebnisse

In Abbildung 1 I&sst sich kein erkennbarer Unterschied zwischen der Wahrschein-

lichkeitsverteilungen der Power-Werte zwischen dem Rasch Sampler und dem Ex-
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act Sampler erkennen. Aufféllig ist die bedeutend héhere Standardabweichung bei
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Abbildung 1. Box Plots der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Power mit Vergleich
zwischen dem Rasch Sampler (mcmc) und dem Exact Sampler (exact)

150 Personen und 4 ltems. Diese ist mit SD = 0.063 beim Rasch Sampler und
SD = 0.064 beim Exact Sampler mit der Ausnahme von 60 Personen, da dort einige
Ausreif3er zu beobachten sind, bedeutend héher als bei anderen Personenkonstella-
tionen, die in einem Bereich von 0.009 und 0.026 liegen. Des Weiteren ist die Power
bei beiden Samplern bei der 30 x 4 Matrix mit M = .25 und SD = 0.014 respektive
M = .25 und SD = 0.013 beim Exact Sampler deutlich niedriger als die der anderen
Matrizen. An diesen Beispielen kann man exemplarisch auch erkennen, wie gering
die Unterschiede zwischen den Samplern sind. Die Matrix mit zehn Personen weist
mit M = .59 die gréBte mittlere Power auf. Auffallig ist auBerdem die fehlende Konti-
nuitat beider Sampler. Bei steigender Personenzahl ist kein linearer Zusammenhang
in Form von steigender Power beobachtbar. In Abbildung 2 wird der in Fragestel-
lung B untersuchte Zusammenhang zwischen der Power und der Stichprobengréie
illustriert. Dabei kann man mit der Ausnahme von 150 x 25 einen stetigen Trend
steigender Power bei ansteigender StichprobengréBe beobachten. Die Ausnahme

des Szenarios mit 150 Personen hat lediglich eine um 0.01 geringere mittlere Power
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Abbildung 2. Box Plots der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Power verschiedener
StichprobengréBen bei gleichbleibender ltemanzahl

im Vergleich zur Matrix mit 90 Personen. Wie man Tabelle 3 entnehmen kann, ist
die Standardabweichung der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Power-Werte auch
bei bedeutend gréBeren Personen- und ltemanzahlen gering. Die Anzahl der Aus-
rei3er steigt bei steigender Personenanzahl, was man an den geringflgigen Diffe-
renzen zwischen Minimum, dem 2.5% Quantil und dem 25% Quantil erkennen kann.

In Abbildung 3 erkennt man eine gleichmaBige Verteilung der Power zwischen je-

Tabelle 3

Deskriptive Statistik zu Abbildung 2 mit Minimum (Min), 2.5% Quantil (Q.025), 25%
Quantile (Q.25), Median, Mittelwert (Mean), 75% Quantil (Q.75), 97.5% Quantil
(Q.975), Maximum (Max) und Standardabweichung (SD)

Matrix Min Q.025 Q.25 Median Mean Q.75 Q.975 Max SD
10x25 0.12 0.13 0.14 0.14 0.14 0.15 0.16 0.17 0.007
30x25 0.37 0.39 040 0.41 0.41 042 0.43 0.47 0.011
90x25 0.28 0.31 047 0.49 0.47 0.50 0.51 0.53 0.051
150x25 0.38 0.42 0.44 0.46 0.46 0.48 051 0.59 0.024
250x25 0.53 0.56 0.60 0.62 0.62 0.64 0.68 0.76 0.031
350x25 0.61 0.68 0.73 0.76 0.76 0.78 0.82 0.97 0.035
500x25 0.75 0.80 0.84 0.86 0.86 0.88 0.92 0.97 0.031
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weils gleichen negativen und positiven DIF-Paramtern. Durch die Wahl eines mo-
derat schwierigen Items ist die Power also, unabhéngig, ob die Modellabweichung
positiv oder negativ ist, gleich gro3. Erkennbar ist dariber hinaus der groB3e Einfluss
des DIF-Parameters auf die Hohe der Power. Ab einer Abweichung von -1.5 respek-
tive 1.5 ndhert sich die Power bereits 1. In Abbildung 2 wurde ein ahnlicher Einfluss
durch die Stichprobengré3e beobachtet. Anders als in Abbildung 3 illustriert, ist die
Verteilung der Box Plots bei der Auswahl des leichtesten Items wie in Abbildung 4 er-
sichtlich, ins Negative nach links verschoben. Bei positiver Modellabweichung ist die
Power demnach héher. Je negativer der DIF-Parameter gewahlt wird, desto gréBer
wird auch die Standardabweichung, sodass diese bei einer Modellabweichung von
-0.75 mit SD = 0.11 eine mehr als sechs mal héhere Standardabweichung als das
positive Aquivalent von 0.75 mit SD = 0.018 aufzeigt. Auffallig ist zudem die erhdhte

Anzahl an Ausreif3ern bei negativer Modellabweichung.
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Abbildung 3. Box Plots der Wahrschein- Abbildung 4. Box Plots der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Power unter Aus- lichkeitsverteilung der Power unter Aus-
wahl verschiedener Modellabweichungen wahl verschiedener Modellabweichungen
bei Abweichung des ltems 13 mit mode- bei Abweichung des leichtesten ltems 93
rater Schwierigkeit (Maximum der Spaltenrandsumme)

Diese hat allerdings kaum Einfluss auf die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Power,
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da die Differenz zwischen Mittelwert und Median bei negativer Modellabweichung
nicht gréBer als 0.039 wird. In Abbildung 5 sieht man bei Auswahl des schwie-
rigsten Items als Modellabweichung erneut groBe Unterschiede der Verteilungen
zu der gleichverteilten Referenz in Abbildung 3. Die Streuung bei negativen DIF-
Parametern ist sichtbar héher als zuvor. Die Mediane unterscheiden sich hingegen
kaum vom positiven Aquivalent. Auffallig sind bei positiven DIF-Parametern die er-
héhte Zahl an Ausrei3ern, die sich auch im Vergleich zu Abbildung 4 in einer erh6h-
ten Standardabweichung widerspiegelt. Wahrend in Abbildung 4 bei einer Modellab-
weichung von 1 mit SD = 0.02 eine niedrige Standardabweichung zu beobachten ist,
betragt diese in Abbildung 5 0.058.
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Abbildung 5. Box Plots der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Power unter Aus-
wahl verschiedener Modellabweichungen
bei Abweichung des schwierigsten ltems

Abbildung 6. Box Plots der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Power unter Varia-
tion der Burn-In Phase und des Step-
Parameters des Rasch Samplers

24 (Minimum der Spaltenrandsumme)

In Abbildung 6 erkennt man, dass die im Rahmen von Fragestellung E Uberpriften
potentiellen Einfliisse der Burn-In Phase und des Step-Parameters auf die Genau-
igkeit der Power-Berechnung des Rasch Samplers nicht vorhanden sind. Auch auf

die Standardabweichung scheint weder die Variation der Burn-In Phase noch das

17



Verandern des Step-Parameters einen Einfluss zu haben.

4 Diskussion

Draxler & Zessin (2015) schlagen eine pseudo-exakte beziehungsweise konditiona-
le Methode zur Power-Berechnung von Annahmen des Rasch Modells vor. Aufgrund
der suffizienten Statistik der Zeilen- und Spaltenrandsummen flr die Personen- und
ltemparameter, wird immer nur eine der beiden Informationen gebraucht. Um das
Verhalten des pseudo-exakten Testens zu Uberprifen, werden zuféllig generierte
Daten bendétigt. Diese kdnnen auf zwei Arten simuliert werden. Verhelst et al. (2007)
haben mit dem Rasch Sampler ein approximatives Sampling-Verfahren entwickelt,
welches mit Markov Chain Monte Carlo Methoden zufallig Matrizen unter gegebe-
nen ltem- und Personenparametern generiert. Die genaue Verteilung ist hierbei nicht
bekannt. Miller & Harrison (2013) haben mit dem Exact Sampler einen Algorithmus
vorgestellt, der die genaue Verteilung bei gegebenen Zeilen- und Spaltenrandsum-
men abzahlen und daraus ziehen kann. In dieser Arbeit wurden sowohl der Rasch
Sampler sowie der Exact Sampler beziglich der Genauigkeit verglichen, als auch
das Verhalten der Klasse pseudo-exakter Tests oder konditionaler Tests unter Varia-
tion verschiedene Parameter Uberprift.

Wie die Ergebnisse im Rahmen von Fragestellung A suggerieren, gibt es kei-
nen nennbaren Unterschied zwischen den beiden Samplern. Nicht erklarbar sind
die Schwankungen in der Hohe der Power zwischen den verschieden gro3en Matri-
zen. Es ware mit einem kontinuierlichen Anstieg der Power bei steigender Personen-
zahl zu rechnen gewesen. Da die Zeilen- und Spaltenrandsummen manuell so ge-
wahlt wurden, dass die informative Stichprobengrd3e der gesamten Stichprobengré-
Be entspricht, kann auch dies als mdgliche Ursache ausgeschlossen werden. Auch
wenn durch Miller & Harrison (2013) nun die Moglichkeit der exakten Berechnung
der zugrunde liegenden Verteilung fir kleinere Matrizen gegeben ist, wird dies in der

Praxis keine Verwendung finden, weil die vom Rasch Sampler approximierte Ver-
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teilung nah genug an der wahren Verteilung liegt. Die Berechnungsdauer des Exact
Samplers hat bei der Matrix von 150 x 4 beispielsweise tber 20 Stunden in Anspruch
genommen. Durch den Algorithmus von Verhelst et al. (2007) kann man also in der
Praxis erheblich Zeit sparen. Das bereits in Fragestellung A erwartete Verhalten be-
zUglich der Hohe der Power wird erst durch Fragestellung B gezeigt. Abgesehen von
einer Ausnahme, die eine leichte Abweichung vom stetigen Anstieg der Wahrschein-
lichkeitsverteilungen der Power darstellt, ist hier ein klarer Trend zu beobachten. In
diesem Fall wurden die Personenparameter simuliert, wodurch Unterschiede in der
informativen StichprobengréBe als mégliche Ursache flr die Abweichung in Frage
kommen kdnnte. In Fragestellung C wurde mit dem DIF-Parameter neben der Stich-
probengrofi3e ein weiterer Einflussfaktor auf die Power geprift. Hierbei zeigen sich
die gleichen Ergebnisse wie von Draxler & Zessin (2015) beschrieben. Interessant
ist hier, dass die Ergebnisse von Draxler & Zessin (2015) auf deutlich weniger Re-
plikationen basieren und dennoch Ergebnisse herauskommen, die sich nicht stark
voneinander unterscheiden. Wahrend in dieser Arbeit die Power-Berechnung 3 000
repliziert wurde, beruht die Wahrscheinlichkeitsverteilung in deren Paper lediglich
auf 100 Replikationen (Draxler & Zessin, 2015). Dies legt nahe, dass die Anzahl der
Replikationen in der Praxis im Vergleich zu dieser Arbeit ohne nennenswerten In-
formationsverlust deutlich reduziert werden kann, was wiederum zu einer weiteren
Reduktion der Berechnungsdauer fuhrt. Auch die geringen Standardabweichungen
bestatigen diese Annahme. Im Rahmen von Fragestellung D wurde der Einfluss der
ltemschwierigkeit auf die Berechnung pseudo-exakter Tests geprift. Bei Auswahl
des leichtesten Items ist in dieser Arbeit das Gegenteil der Ergebnisse von Draxler &
Zessin (2015) zu beobachten, da hier die Itemschwierigkeit und nicht Einfachheit als
Basis der Interpretation der ltemparameter festgelegt wird. Die verschobene Vertei-
lung kann durch die Abhangigkeit der Power von den gegebenen Zeilen- und Spal-
tenrandsummen erklart werden. Der Einfluss einer Modellabweichung wird gré3er,
je weiter das differierende ltem von der Mitte des mdglichen Parameterraumes der

Spaltenrandsummen entfernt liegt. Bei Auswahl des schwierigsten ltems als Modell-
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abweichung zeichnet sich jedoch ein etwas anderes Bild, ab als von Draxler & Zessin
(2015) erwartet. Es lasst sich zwar eine héhere Power bei negativen Modellabwei-
chungen beobachten, allerdings ist diese nicht so klar ausgepragt wie bei der Modell-
abweichung eines Items mit relativ hoher Spaltenrandsumme. Diese Schwankungen
der Power kdnnen méglicherweise auf den geringeren Informationsgehalt zurtickge-
fihrt werden, welcher aus der Nahe zur Grenze des Parameterraumes resultiert.
Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Differenzen zwischen den Er-
gebnissen dieser Arbeit bezliglich dieser Fragestellung und denen beschrieben in
Draxler & Zessin (2015) auch deshalb resultieren kénnen, weil hier das Item mit der
niedrigsten Spaltenrandsumme eine Randsumme von 19 und nicht 4 aufweist. Somit
I6sen in dieser Arbeit selbst das schwierigste ltem noch 19 Prozent, wohingegen im
beschriebenen Paper lediglich 4 Prozent der Personen das schwierigste Item |6sen.
In Fragestellung E wurde der Eindruck von Verhelst (2008) bestatigt, dass weder die
Burn-In Phase noch der Step-Parameter erhdht werden muissen, da keine Steige-
rung der Genauigkeit zu erwarten ist. Wahrend andere MCMC-Prozeduren mehre-
re tausend Durchlaufe bendtigen, um die Verteilung zu approximieren, kommt der
Rasch Sampler demnach mit 300 Matrizen, wahrscheinlich sogar mit weniger aus.
Generell kbnnen pseudo-exakte oder konditionale Tests als Tests mit viel Power
beschrieben werden. Schon ab einer Gré3e von 500 x 25 geht die Power gegen 1.
Daraus resultiert ein Anwendungskontext dieser Klasse von Tests vor allem bei klei-
neren Stichproben. Bei gréBeren Stichproben kann dann wie bisher beispielsweise
auf asymptotische y2-Tests zurlickgegriffen werden, die weniger Power haben. Offen
bleibt, weshalb in Fragestellung A kein kontinuierlicher Anstieg beobachtet werden
konnte. Es ware daher von Interesse, in zukinftigen Arbeiten diese durch verschie-
dene Randsummen oder ltem- beziehungsweise Personenparametern induzierten
Schwankungen genauer zu betrachten. Auch die Anwendung pseudo-exakter Tests
auf reale Datensétze wirde die Ergebnisse dieser Arbeit erganzen. Eine weitere
wichtige Fragestellung ist das Verhalten der Power unter gleichzeitiger Abweichung

von mehr als einem Item, wie von Draxler & Zessin (2015) bereits in einigen Beispie-

20



len illustriert. AbschlieBend kann festgehalten werden, dass flr das Ziehen einer
arbitrdren Anzahl an Matrizen der Rasch Sampler nach wie vor das beste Mittel
ist. Die Klasse pseudo-exakter oder konditionaler Tests sollte vor allem bei kleine-
ren Stichproben angewandt werden. Fir diese genlgen aufgrund der marginalen
Schwankungen eine geringe Anzahl an Replikationen. Als Haupteinflussfaktoren auf
die Héhe der Power fungieren sowohl die Stichprobengrée, die Modellabweichung
als auch die Schwierigkeit der Items. Parameter des Rasch Sampler wie die Burn-In

Phase und der Step-Parameter missen hingegen nicht weiter verandert werden.
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A FunktioneninR

A.1 Powerfunktion fur Fragestellung A

pwr_A <- function(rows_sums, cols_sums,

n_repeats 1000, n_matrices 3000,

alpha .05, dev .6,

2,

burnIn =

item_pos 300,

folder

IIH){
HEHAHHAH B SR AR H AR B H AR R AR RSB SH B AR RS H A SH ARG H A SH AR R RS RS H AR HH

step 16,

INPUTS:

rows_sums:
cols_sums:

n_repeats:

Zeilenrandsummen
Spaltenrandsummen

Anzahl an Power-Werte pro

Szenario

n_matrices:

Anzahl an Matrizen pro Power-Wert

dev:

alpha:

Fehler 1. Art

DIF -Parameter

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#

item_pos:

burnlIn:
step:

folder:

Items mit Modellabweichung

Burn-In Phase fuer Rasch Sampler

Step-Parameter fuer Rasch Sampler

Speicherort

HUESHASH ARG HASH SR ARG H A S H SR A SRS H SR A SRS H SRS H SR SRR RS H U RS

count (rows_sums,

cols_sums)

model <- sample(rows_sums, cols_sums, 1)

half_length <- length(cols_sums) / 2
groups <- c(rep(l,

half _length), rep(0, half_length))

dif <- rep(0, length(cols_sums))
dif [item_pos] <- dev

path <- pasteO(folder, "/",




27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

—

as.character (length(rows_sums)), "x",

as.character (length(cols_sums)), ".csv'")

mcmc <- exact <- vector ("numeric'", n_repeats)

mcmc <- replicate(n_repeats,

pwr_mcmc (mat = model,

group
dif =

repetitions =

alpha

burn =

= groups,

dif,

n_matrices,

= alpha,

burnlIn,

steps = step))

exact <- replicate(n_repeats,

pwr_exact (rows = rows_sums,

cols cols_sums,

group = groups,

dif = dif,

repetitions = n_matrices,

alpha = alpha))

rio::export (data.frame (power = c(mcmc, exact),

method = rep(c("mcmc", "exact"),

each = n_repeats)),

path)

A.2 Powerfunktion fur Fragestellung B, C, D und E

pwr _BCDE <- function(itempars, n_repeats = 3000,

n_matrices = 8000, alpha = .05,

n_pers = 100, sd_pers = 2,




dev = .6, burnIn = 300, difficulty = "
moderat",
step = 16, folder = ""){

HEHHHAAHS R SSRGS B H SRS HH ARG RS SR B RS HS R SHHH Y
INPUTS :
itempars: Itemparameter
n_repeats: Anzahl an Power-Werte pro Szenario
n_matrices: Anzahl an Matrizen pro Power-Wert
alpha: Fehler 1. Art

n_pers: Anzahl Personen

#
#
#
#
#
#
# n_items: Anzahl Items
# sd_pers: Standardabweichung der Personenparameter
# dev: DIF-Parameter
# burnIn: Burn-In Phase fuer Rasch Sampler
# difficulty: Itemschwierigkeit ("leicht", "moderat", "schwer")
# step: Step-Parameter fuer Rasch Sampler
# folder: Speicherort
EEEEEEEEEE R RS R R IR R R R R R R R T
set.seed (123)
personenpars <- rnorm{(n = n_pers, mean = 0, sd = sd_pers)
half_length <- length(personenpars) / 2
groups <- c(rep(l, half_length), rep(0, half_length))
model <- sim.rasch(persons = personenpars,
items = itempars,
seed = 123)
cols_sums <- colSums(model)
rows_sums <- rowSums (model)
dif <- vector("numeric", length{(cols_sums))
mcmc <- vector ("numeric", n_repeats)

path <- pasteO(folder, "/",




33 as.character (length(rows_sums)), "x",

34 as.character (length(cols_sums)), "_",

35 as.character(dev), ".csv")

36| switch(

37 difficulty,

38 "leicht" = dif[which(cols_sums == max(cols_sums[-length(
itempars)])) [1]1] <- dev,

39 "moderat" = dif[which(cols_sums == getMiddle(cols_sums[-
length (itempars)])) [11] <- dev,

40 "schwer" = dif[which(cols_sums == min(cols_sums[-length(
itempars)])) [1]] <- dev

41 )

42| mcmc <- replicate(n_repeats,

43 pwr_mcmc (mat = model,

44 group = groups,

45 dif = dif,

46 repetitions = n_matrices,

47 alpha = alpha,

48 burn = burnln,

49 steps = step))

50| rio::export(data.frame(power = mcmc,

51 method = rep(c("mcmc"), n_repeats)),

path)
52| %

A.3 Unterfunktion zur Power-Berechnung mit dem Exact Samp-

ler

1| pwr_exact <- function(rows, cols,

group,

2 dif, repetitions, alpha) {

v
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HHHESARHS AR A S SRR RS S HRER RS S RRR R SRR R RS
# INPUTS:

# rows: Zeilenrandsummen

# cols: Spaltenrandsummen

# group: Gruppeneinteilung

# dif: DIF-Parameter

# repetitions: Anzahl an Matrizen pro Power-Wert
# alpha: Fehler 1. Art

EEEEEE R EEEE SRR RS E S
s <- sample(a = rows, b = cols, k = repetitions)
t <- colSums(s * group)

e <- exp(colSums(t * dif))

pwr <- sum(ele >= quantile(e, 1 - alpha)l]) / sum(e)

return (pwr)

A.4 Unterfunktion zur Power-Berechnung mit dem Rasch Samp-

ler

SO © 00 N O O A W DN =

—

pwr_mcmc <- function(mat, group, dif, repetitions,
burn, steps, alpha) {
HASHHAHSSHH A4S BHH 4SS S SSSHH 4SS H SRS SRS HEHE S Y
INPUTS:
mat: Rasch Modell

group: Gruppenaufteilung

repetitions: Anzahl an Matrizen pro Power-Wert

#

#

#

# dif: DIF-Parameter
#

# burn: Burn-In Phase
#

steps: Step-Parameter
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12
13
14
15
16
17
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19
20
21
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# alpha: Fehler 1. Art

HESHSHAHAEHAHAHAHAH SRS SRS HS RS SRS SRS RS SRR SRS

s <- rsampler(mat, controls = rsctrl(n_eff = (repetitions
burn_in = burn,
step = steps))

t <- rstats(s, function(x) colSums(x * group))

e <- exp(colSums (matrix(unlist(t), ncol = s$n_tot) * dif))

pwr <- sum(ele >= quantile(e, 1 - alpha)]) / sum(e)

return (pwr)

}

1),

A.5 Summary im tidy Format

auswertung_summary <- function(df, coll, col2){
R R R s R e EE R E SRR R RS SRR IS R TR R E
# Auswertung mit Summary im tidy Format
# INPUTS:
# df: Datensatz als data.frame
# coll: Gruppierende Spalte als quosure
# col2: Auszuwertende Spalte als quosure
# z.B.: auswertung_summary(daten, quo(method), quo(power))
HHHSAAHHA R A SRR R A A SRS H A SRR R RS S AR RS SRS R H S HH
df %>%
group_by(!!'coll) %>%
summarise (min = min(!'!col2, na.rm = T),

Q.025 = quantile(!!col2, .025, na.rm = T),

Q.25 = quantile(!tcol2, .25, na.rm = T),
median = median(!!'col2, na.rm = T),
mean = mean(!!co0l2, na.rm = T),

\
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17
18
19
20
21

Q.75 = quantile(!tcol2, .75, na.rm = T)
Q.975 = quantile(!!col2, .975, na.rm =
max = max(!'col2, na.rm = T),

sd = sd(!'!'col2, na.rm = T))

b

T,

A.6 Allgemeine Auswertungsfunktion

auswertung <- function(df, coll, col2){
HHAHB RS S S S S S S S e
# Allgemeine Auswertungsfunktion

INPUTS:

df: Datensaetze als Liste

coll: Gruppierende Spalte

col2: Auszuwertende Spalte

z.B.: auswertung(daten, method, power)

= Oo® O H®H O ®H #®H ®

HEHSHAHAHAHAHAHAHHHBAHSHS UGS HSHSHEHEHE
coll <- enquo(coll)

col2 <- enquo(col2)

# Allgemeine Auswertung mit Summary im tidy Format
a <- df %>%
map_df (7 auswertung_summary(df = .x, coll = coll,
)) %>
mutate (szenario = rep(names(df), each = 2))
# Vergleich der Standardabweichungen
b <- a %>%
select(!!coll, sd, szenario) %>%
spread(!!coll, sd) %>%

mutate (mcmc_smaller = mcmc < exact)

Vi

col2 =

col2
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return(list (Allgemeine_Auswertung = a,

Vergleich_Standardabweichungen

b))

A.7 Mittlere Zahl zuriickgeben

getMiddle <- function(x){
EEEEE SRR RS Rk
# INPUTS:
# x: Numerischer Vektor
EEEEE SRR R R T
# Mittlere Zahl zurueckgeben
# bei ungeraden Itemanzahlen rundet R ab
# (z.B. bei 10.5 nimmt es den 10. Index)
sorted <- sort(x)
middle <- sorted[length(x) / 2]

return(middle)

VI
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