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Structure générale d'un algo diviser-pour-régner
B&B Section 7.2

function DC(x)
if x is sufficiently small or simple then return adhoc(x)
decompose x into smaller instances x1, x2,..., Xy
fori—1to{ do y;, — DC(x;)
recombine the y; ’s to obtain a solution y for x
return y
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Multiplication de grands entiers
B&B Section 7.1
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Multiplication de grands entiers

Nombres de longueurs différentes

PropuiT

DONNEE: entier a de n chiffres, entier b de m chiffres
CALCULER: ax b

o L’algo diviser pour régner analysé en cours :
O(max(n, m) - [min(m, n)]*) ou o = log, 3 — 1 = 0,58496
Donc O(n'%84%) |orsque n = m.
On peut montrer aussi ©.
(L'algo classique donnerait o = 1 : exercice.)

e B&B probleme 7.2 (avec m = n) demande de calculer a x b a I'aide
de sommes, de décalages et de 5 produits de nombres de [Z] chiffres.
Colit de cet algo vu en démo?
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o L’algo diviser pour régner analysé en cours :
O(max(n, m) - [min(m, n)]*) ou o = log, 3 — 1 = 0,58496
Donc O(n'%84%) |orsque n = m.
On peut montrer aussi ©.
(L'algo classique donnerait o = 1 : exercice.)

e B&B probleme 7.2 (avec m = n) demande de calculer a x b a I'aide
de sommes, de décalages et de 5 produits de nombres de [Z] chiffres.
Colit de cet algo vu en démo?

O(n'°835) = O(n*45497) donc mieux que O(n'°823).
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Fouille dichotomique d'un tableau trié
B&B Section 7.3

Rappel (bien connu) :

function binsearch(T[1..n], x)
ifn=0o0rx>T[n] thenreturn n + 1
else return binrec(T[1..1], x)

function binrec(T[i.. j], x)
{Binary search for x in subarray T[i..j]
with the promise that T[i — 1]< x < T[j]}
if i = j then return i
k—(i+j)+2
if x < T[k] then return binrec(T[i.. k], x)
else return binrec(T[k +1..j],x)
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Fouille dichotomique : temps de calcul

function binsearch(T{1..n], x)
if n=00rx > T[n] thenreturn n + 1
else return binrec(T[1..n], x)

function binrec(T[i..j]l, x)
{Binary search for x in subarray T[i..j]
with the promise that T[i - 1]< x < T{j]}
if i = j then return i
k—(+j)+2
if x < T[k] then return binrec(T[i..k], x)
else return binrec(T[k +1..j],x)

On suppose colit unitaire pour accéder a I'élément j
T(n)e T([31) + 0(1)

T(n) e T([3)) +Q(1)

Cas 3 du transparent 17 sur I'analyse d’algos :
a=1,b=2e¢=0= T(n) € ©(n'81logn) = O(logn).
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Tris

Tri par fusion, B&B Section 7.4.1

Rappel du tri par fusion (merge sort) :
@ trier deux demi-tableaux puis fusionner
o T(n)e T([51)+ T([3]) +©(n)
@ Cas 3 du transparent 17 sur I'analyse d'algos :
a=2,b=2¢=0= T(n) € O(n'°822logn) = O(nlog n).
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Tris

Quicksort, B&B Section 7.4.2

Quicksort (que nous n'étudierons pas plus a fond) :
e choisir pivot, trier {x : x < pivot}, trier {x : x > pivot}, concaténer
@ enpirecas: T(n) € T(n—1)+Q(n) = T(n) € Q(n?)

@ en moyenne (si tableaux équiprobables) : analyse difficile, O(nlog n).

IFT2125 A17 Diviser pour régner Tris Quicksort 8/18



Médiane
B&B Section 7.5

MEDIANE

DONNEE: tableau de n éléments, non trié
CALCULER: I'élément qui serait le [5]ieme si le tableau était trié

@ Pas besoin de trier le tableau : on peut trouver la médiane en ©(n)!
@ Etonnant et a voir en détail, en cours.
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Exponentiation
B&B Section 7.7

EXPONENTIATION
DONNEE: a,neN
CALCULER: axaxax---X a

n fois

Deux contextes :
@ X a colit unitaire (ex : produits modulo un nombre m fixé)
nous étudierons ce cas.
@ X a colit qui croit avec le nombre de chiffres
serait pertinent a I'arithmétique exacte de tres grands nombres
le meilleur ordre s'obtient en combinant dpr pour a x b et dpr pour 3"
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Produit matriciel
B&B Section 7.6

PRODUIT MATRICIEL

DONNEE: Matrices carrées A € R™*™M gt B € RM*M
CALCULER: Matrice A x B

e L'algorithme naif utilise Q(n3) produits scalaires
@ Supposons produits scalaires a colit unitaire

o Alors Strassen résoud PRODUIT MATRICIEL en O(m'°827) !
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Produit matriciel
L’idée géniale de Strassen (B&B page 242) :

A:(all alz) ande(bn blz)
ax; axn by bxn

be two matrices to be multiplied. Consider the following operations, each of which

involves just one multiplication.

m1 = (a1 + ax —ay) (b — by + b1y) ]
ma = aubn

ms = apbn

my = (an — az) (bn — b12)

ms = (an + axn) (b1 ~ b1)

Mme = (a12 —an + an — ap) by

my = ay (bn + bz — b1y — bx) J

! (7.9)

We leave the reader to verify that the required product AB is given by the following

matrix.
_(mz+m3 mi+my +ms+
mp+my+myg—my mip+my+my+
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Produit matriciel

Quelques salves dans la “guerre des décimales”

Strassen 1969 : log, 7 = 2,8074

Pan 1978 : log;o 143640 = 2,7951

Bini et al 1979 : < 2,78

Schonhage 1981 : < 2,522

Romani 1982 : < 2,517

Coppersmith Winograd 1986 : < 2,496

Strassen 1986 : < 2,479

Coppersmith Winograd 1989 : < 2,376

2012 : < 2,373 (record mondial de Virginia Vassilevska Williams?! )
2017 : est-ce que 2 + ¢ est atteignable?

1. Multiplying matrices in O(n**") time, Stanford University, juillet 2014, 73 pages.
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Cryptographie a clef publique
B&B Section 7.8

La tache :
@ Alice veut envoyer en secret un entier a de 500 chiffres a Bob
@ N'importe qui peut lire ce qu'enverra Alice

@ Personne d'autre que Bob ne doit pouvoir décoder le message

La difficulté supplémentaire : Alice et Bob ne doivent pas supposer qu'’ils
possedent au préalable un secret quelconque qu’eux seuls partagent.

Possible ? Etonnamment oui...sous hypothése calculatoire !
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Les outils mathématiques disponibles

Q pged(a,b) =1 = (I3seN)[as=1 mod b ]

@ (Fermat) :
ppremieret0<a<p = aP'=1 modp

@ (fonction indicatrice d'Euler, définition) :
p(z) = {a € [1..2] : pged(a, z) = 1}|

Q0<a< pg = (V=1 mod p(pq))[a*=a mod pq ]
—~

premiers
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Les outils calculatoires (polynomiaux) disponibles

© EULER

DONNEE: nombres premiers py, ..., px (avec répétitions)
CALCULER: ¢(p1 X p2 X -+ X pg).
Carw(pl><---><pk)=p1><---><pk><(1—i)><~~><(1—i)
Piy Pi,
répétitions supprimées
On n’aura besoin que de ¢(pg) = (p —1)(g — 1)
© PUISSANCE
DONNEE: naturels a, n, z
CALCULER: 2" mod z
Par exponentiation rapide (modulo z a chaque étape).
© INVERSEMOD
DONNEE: naturels a et z tels que pged(a, z) = 1
CALCULER: naturel s tel que as=1 mod z
Par I'algorithme d'Euclide étendu (Introduction, transparent 16).
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Le maillon faible de la crypto : hypothéses calculatoires

Fait : aucun algo polynomial pour ci-dessous n'est du domaine public.
Hypothése : Aucun tel algorithme n'existe !

@ RACINEMOD

DONNEE: naturels ¢, n, z

CALCULER: naturel a tel que ¢ = a” mod z si un tel a existe.

Doit demeurer difficile méme sous la promesse qu'un a existe et que z
est “semi-premier”, i.e., z = pq avec p, g premiers

@ ni, a fortiori :
FACTORISATION
DONNEE: naturel z
CALCULER: décomposition de z en produits de nombres premiers
(“a fortiori” car découvrir z = pg découvre (z), qui découvre s tel
que ns =1 mod ¢(z) et qui résout RACINEMOD en posant a = c°,
puisqu'alors 3" = ¢™ = ¢ mod z)
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Cryptographie a clef publique

Le protocole RSA (Rivest, Shamir, Adleman)

Q@ Bob
@ choisit deux nombres premiers p et g de 251 chiffres chacun
@ calculez=pgetop=(p—1)(g—1)
© choisit un nombre n € [1..z — 1]
O calcule s € [1..z — 1] tel que ns =1 mod ¢

(si échec alors pged(n, ¢) # 1 alors reprendre le choix de n)
annonce z et n publiquement

()
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Cryptographie a clef publique

Le protocole RSA (Rivest, Shamir, Adleman)

Q@ Bob
@ choisit deux nombres premiers p et g de 251 chiffres chacun
@ calculez=pgetop=(p—1)(g—1)
© choisit un nombre n € [1..z — 1]
O calcule s € [1..z — 1] tel que ns =1 mod ¢

(si échec alors pged(n, ¢) # 1 alors reprendre le choix de n)
O annonce z et n publiquement

Q Alice

@ calcule m=a" mod z
@ envoie m (que tous observent) a Bob

© Bob

@ Bob calcule m* mod z = 2" mod z = a, le secret d'Alice!

Les étapes 2.1 et 3.1 ne sont rendues possibles que par diviser-pour-régner.

IFT2125 A17 Diviser pour régner Cryptographie 18/18



	Structure
	Grands entiers
	Fouille dichotomique
	Tris
	Fusion
	Quicksort

	Médiane
	Exponentiation
	Produit matriciel
	Cryptographie

