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Structures de données

À parcourir par vous-mêmes si cette matière est nouvelle pour vous :

Chapitre 5, Data structures
Section 5.1 : Arrays, stacks and queues
Section 5.2 : Records and pointers
Section 5.3 : Lists
Section 5.4 : Graphs
Section 5.5 : Trees
Section 5.7 : Heaps

are to be read on your own if you have not come across that material
before.
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Les algorithmes voraces (greedy algorithms)

Notre première grande classe d’algorithmes.
S’applique à une forme de problèmes d’optimisation.
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Le type de problème à résoudre

Identifier, parmi un ensemble de candidats disponibles, un sous-ensemble
formant une solution, optimale parmi les solutions possibles.

Exemples :
Ensemble de poids maximum de vecteurs linéairement indépendants
Ensemble d’arêtes formant un arbre sous-tendant minimal
Le moins de pièces de monnaie possible totalisant un montant donné
Valeur maximale du butin à emporter lors d’un cambriolage
Chemin de longueur minimale entre 2 sommets d’un graphe
Temps moyen minimum pour n tâches sur un processeur
Sous-graphe 3-coloriable maximal d’un graphe
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L’idée est simple : on a faim on bouffe !
Un candidat ajouté n’est jamais écarté ensuite

Section 6.2 General characteristics of greedy algorithms

o There is a function that checks whether a particular set of candidates provides
a solution to our problem, ignoring questions of optimality for the time being.
For instance, do the coins we have chosen add up to the amount to be paid?
Do the selected edges provide a path to the node we wish to reach? Have all
the jobs been scheduled?

o A second function checks whether a set of candidates isfeasible, that is, whether
or not it is possible to complete the set by adding further candidates so as to
obtain at least one solution to our problem. Here too, we are not for the time
being concerned with optimality. We usually expect the problem to have at
least one solution that can be obtained using candidates from the set initially
available.

o Yet another function, the selection function, indicates at any time which of the
remaining candidates, that have neither been chosen nor rejected, is the most
promising.

o Finally an objectivefunction gives the value of a solution we have found: the
number of coins we used to make change, the length of the path we constructed,
the time needed to process all the jobs in the schedule, or whatever other value
we are trying to optimize. Unlike the three functions mentioned previously,
the objective function does not appear explicitly in the greedy algorithm.

To solve our problem, we look for a set of candidates that constitutes a solution,
and that optimizes (minimizes or maximizes, as the case may be) the value of the
objective function. A greedy algorithm proceeds step by step. Initially the set
of chosen candidates is empty. Then at each step we consider adding to this set
the best remaining untried candidate, our choice being guided by the selection
function. If the enlarged set of chosen candidates would no longer be feasible, we
reject the candidate we are currently considering. In this case the candidate that
has been tried and rejected is never considered again. However if the enlarged set
is still feasible, then we add the current candidate to the set of chosen candidates,
where it will stay from now on. Each time we enlarge the set of chosen candidates,
we check whether it now constitutes a solution to our problem. When a greedy
algorithm works correctly, the first solution found in this way is always optimal.

function greedy(C: set): set
{C is the set of candidates}
S - 0 {We construct the solution in the set S}
while C W 0 and not solution(S) do

x - select(C)
C - C \ {x}
iffeasible(S u {xJ) then S S u {x}

if solution(S) then return S
else return "there are no solutions"

189
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Composantes fréquentes d’un algorithme vorace
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Composantes

La fonction de sélection :
Souvent le prochain candidat de la liste triée des candidats non
encore considérés

La fonction de réalisabilité :
Centrale à l’algorithme
Son implantation détermine souvent la performance

La fonction objective :
Souvent naturelle et facile à déduire du problème
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Exemple

Donnée : vecteurs v1, . . . , vm ∈ Rd , avec poids P[1], . . . ,P[m] ∈ R+

Déterminer : ensemble de vecteurs lin. indép. de poids total maximum

candidats : vecteurs
fonction de réalisabilité : test d’indépendance linéaire
fonction de sélection = ?

IFT2125 A18 Algorithmes voraces L’algorithme général Composantes 8/45



Exemple (suite)
L’algorithme

fonction Vecteurs(V , P[1..|V |]) : ensemble de vecteurs
{ P[a] est le poids du vecteur a }
L[1..|V|] ← liste des vecteurs triée en ordre de poids décroissants
S ← ∅
tantque L non vide faire

a ← retirer prochain vecteur de L
si S ∪ {a} lin. indép. alors S ← S ∪ {a}

retourner S

Fonctionne ou pas ?
Aucune fonction objective requise, ok ?
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Matroïde
Définition (also in Algorithms by Cormen-Leiserson-Rivest)

Soit C un ensemble fini de candidats et I ⊆ {S : S ⊆ C}.

(C , I) est un matroïde ssi pour tout X ,Y ⊆ C :
la trivialité : ∅ ∈ I
l’hérédité : [X ∈ I et Y ⊆ X ] ⇒ Y ∈ I
l’échange : [X ∈ I et Y ∈ I et |X | < |Y |] ⇒
(∃a ∈ Y \ X )[X ∪ {a} ∈ I].
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Matroïde
Définition (la même, mais cette fois en mots...)

Soit C un ensemble fini et I = {S1, . . . ,Sk} où les Si ⊆ C .

(On appelle “indépendants” les ensembles Si .)

(C , I) est un matroïde ssi pour tout X ,Y ⊆ C :
trivialité : l’ensemble vide est indépendant
hérédité : tout sous-ensemble d’un indépendant est indépendant
échange : si la taille d’un indépendant Y dépasse celle d’un
indépendant X , alors on peut toujours trouver dans Y un candidat à
ajouter à X et rester indépendant.
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Matroïde
Exemples

1 C = { boeuf, fourmi, renard, grenouille, cigalle, corbeau }
I = ensemble des sous-ensembles de C possédant 3 éléments ou moins

2 C ensemble de vecteurs
I = ensemble des sous-ensembles de C linéairement indépendants

3 C l’ensemble des arêtes d’un graphe donné
I = ensemble des sous-ensembles d’arêtes ne créant pas de cycle
Requiert une preuve : au tableau.
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Matroïde
Deux remarques

Soit (C , I) un matroïde.

Fait
1 Tous les S ∈ I maximaux pour l’inclusion ont le même nombre

d’éléments.
2 Pour tout B ⊆ C, (B, {S ∩ B : S ∈ I}) est un matroïde.
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Ensemble indépendant de poids maximum d’un matroïde

Donnée : (C , I) un matroïde, chaque candidat de C ayant un poids ∈ R+

Déterminer : S ∈ I de poids maximum

candidats : éléments de C
fonction de réalisabilité : ensemble courant appartient à I ?
fonction de sélection = plus lourd candidat non encore considéré
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Ensemble indépendant de poids maximum d’un matroïde
L’algorithme

fonction MaxIndép(C , I, P[1..|C |]) : ensemble de candidats
{ Retourne un S ∈ I de poids total maximum }
L[1..|C|] ← liste des candidats triée en ordre de P décroissants
S ← ∅
tantque L non vide faire

a ← retirer prochain candidat de L
si S ∪ {a} ∈ I alors S ← S ∪ {a}

retourner S

Retourne bien un indépendant de poids maximum?
Au tableau.
Intérêt ?

I s’applique à plus d’une situation
I capture bien la “voracité”
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Retour à l’exemple des vecteurs
du transparent 9

Donnée : vecteurs v1, . . . , vm ∈ Rd , avec poids P[1], . . . ,P[m] ∈ R+

Déterminer : ensemble de vecteurs lin. indép. de poids total maximum

Preuve que Vecteurs(V ,P[1..|V |) est correct :
1 (C , I) est un matroïde (= un de nos exemples) lorsque

C = {v1, . . . , vm}
I = {S ⊆ C : les vecteurs de S sont linéairement indépendants }

2 MaxIndép(C ,I,P[1..m]) est précisément notre algorithme
Vecteurs(V ,P[1..|V |) appliqué à ce cas particulier de (C , I)
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Arbres sous-tendants (couvrants) minimaux
Une autre application des matroïdes

Soit (N,A) un graphe et I = {S ⊆ A | (N, S) est sans cycle}.

Proposition
(A, I) est un matroïde.

Preuve : faite au tableau.
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Arbres sous-tendants minimaux (suite)

Corollaire
On peut utiliser MaxIndép pour calculer un arbre sous-tendant minimal
d’un graphe connexe (N,A) avec poids ∈ R+ aux arêtes.

Preuve :

1 Prendre le matroîde (A, I) avec I de la proposition précédente
2 “Renverser” les poids :

I en posant m > max{poids(a) | a ∈ A}
I en associant à chaque a ∈ A le nouveau poids (m − poids(a))

3 Un indépendant S ∈ I de poids maximum constituera un a.s.t.
4 Tout tel S aura la même cardinalité
5 MaxIndép aura donc maximisé (m × |S|)− (poids total de S)
6 MaxIndép aura donc minimisé (poids total de S)
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Arbres sous-tendants minimaux (suite)
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Maxindép devient alors l’algorithme de Kruskal !

Candidats = arêtes
Réalisabilité : arête relie des composantes connexes distinctes ?
Fonction objective : n − 1 arêtes choisies ?
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Autre exemple vorace : remise de la monnaie
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Autre exemple vorace : remise de la monnaie
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Mais attention !

Une heuristique vorace peut s’appliquer à un problème sans constituer
un algorithme vorace correct

I par exemple, si l’heuristique ne garantit pas que la solution trouvée
vérifie le critère d’optimalité
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Au fait, l’approche vorace fonctionne-t-elle au Canada (avec ou sans la
“penny” d’avant 2013) pour la remise de la monnaie ?

c© J.J.’s Complete Guide to Canada.

Oui ! Mais pourvu qu’un nombre illimité de pièces de chaque dénomination
soient disponibles !
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Remise de la monnaie

L’approche vorace fonctionne-t-elle dans tous les pays lorsqu’un nombre
illimité de pièces est disponible ?

Probablement, mais pas en général !
Échoue pour certaines dénominations de pièces !
Étonnamment difficile de démontrer le bon fonctionnement, même
pour les pièces canadiennes
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Retour à l’exemple

Ici les candidats sont implicites
Fonction de réalisabilité : s + x ≤ n, i.e., “est-ce que l’ajout de x aux
candidats choisis totalise au plus le montant n à remettre ?”
Fonction objective : s = n, i.e., “est-ce que les pièces totalisent
exactement n ?”
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L’approche vorace ne fonctionne pas pour résoudre la 3-colorabilité

Résoudra certains exemplaires mais pas tous
Peut servir d’heuristique en vue d’une solution approchée
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Le “gloutonnoïde”
Quoi ? ?

Cette notion (greedoid) existe !
Mais nous ne l’étudierons pas (au-delà de sa définition).

(C , I) est un gloutonnoïde ssi pour tout X ,Y ⊆ C :
la trivialité : comme avant.
l’accessibilité : ∅ 6= X ∈ I ⇒ ∃a ∈ X ,X \ {a} ∈ I
l’échange : comme avant.
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On peut démontrer...
(Matroids are treated in Cormen-Leiserson-Rivest)

C ensemble fini de candidats et I ⊆ 2C

Théorème (du matroïde)
Soit (C , I) muni de la trivialité et de l’hérédité.
MaxIndép obtient S ∈ I de poids maximum ssi (C , I) possède l’échange.

Théorème (du gloutonnoïde)
Soit (C , I) muni de la trivialité et de l’accessibilité.
MaxIndép obtient S ∈ I de poids maximum ssi (C , I) possède l’échange.

Corollaire
L’algorithme de Prim qui suit calcule un arbre sous-tendant minimal.
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Arbres sous-tendants minimaux (algo de Prim)

Candidats = arêtes
Réalisabilité : e ne cause pas un cycle dans l’arbre en construction ?
Fonction objective : tous les sommets atteints ?
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Code de Huffman
But : encoder en binaire une suite w de caractères

Bête : dlog2 |alphabet|e bits/caractère
Requiert |w | · dlog2 |alphabet|e bits

Intelligent : encoder les caractères de w les plus fréquents par des
suites de bits courtes et les moins fréquents par de plus longues.

Requiert

 ∑
c∈alphabet

f (c)︸︷︷︸
fréquence de c

· |code(c)|

 bits
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Code de Huffman
Exemple

w = abracadabra

Lettre Fréquence Code bête Code possible Code possible
a 5 000 1 1
b 2 001 001 010
r 2 010 01 011
c 1 011 0000 000
d 1 111 0001 001

w → 000001010000011000111000001010000

w → 10010110000100011001011

w → 10100111000100110100111

IFT2125 A18 Algorithmes voraces Autres exemples Code de Huffman 30/45



Code de Huffman

Lettre Fréquence Code possible Code possible
a 5 1 1
b 2 001 010
r 2 01 011
c 1 0000 000
d 1 0001 001

les deux sont codes “préfixes”∑
σ∈{a,b,c,d,r}

f (σ) · |code(σ)| =
∑

σ∈{a,b,c,d,r}
f (σ) · |code(σ)|

comment les construire ?
sont-ils optimaux ?
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Abracadabra

Lettre Code
a 1
b 001
r 01
c 0000
d 0001
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Abracadabra

Lettre Code
a 1
b 010
r 011
c 000
d 001
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Algorithme de Huffman

c© Cormen-Leiserson-Rivest

candidats = ? ? (En réalité, mélange vorace et diviser-pour-régner)
Réalisabilité : aucune
Fonction objective : un seul arbre restant
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Optimalité de Huffman

Notons : un arbre donne bien un code préfixe
À démontrer : Huffman donne un code préfixe qui minimize ∑

c∈alphabet
f (c)︸︷︷︸

fréquence de c

· |code(c)|



Nommons x et y les deux caractères les moins fréquents.

Preuve en 3 étapes :
1 tout arbre optimal est plein (i.e., toujours 2 ou 0 descendants)
2 un arbre optimal existe avec x et y feuilles de même parent
3 induction
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(2) : un arbre optimal existe avec x et y feuilles de même parent

c© Cormen-Leiserson-Rivest

soient b et c les plus profonds de n’importe quel arbre
interchanger b et x ne peut que réduire le coût
interchanger c et y ne peut que réduire le coût
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(3) : induction

binaire plein
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Sac à dos (knapsack)

Sac à dos
DONNÉE: capacité W ∈ R≥0 et objets 1, 2, . . . , n de poids

w1, . . . ,wn ∈ R≥0 et de valeurs v1, . . . , vn ∈ R≥0
CALCULER: entiers 0 ≤ x1, . . . , xn ≤ 1 maximisant

∑n
1 xivi tels que∑n

1 xiwi ≤W .

Sac à dos fractionnaire
DONNÉE: Idem
CALCULER: réels 0 ≤ x1, . . . , xn ≤ 1 maximisant

∑n
1 xivi tels que∑n

1 xiwi ≤W .
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Sac à dos (knapsack)
Un exemplaire

Section 6.5 The knapsack problem (1)

we could add a fraction of one of the remaining objects and increase the value
of the load. Thus in an optimal solution = xiwi = W. Since we are hoping
to find a greedy algorithm that works, our general strategy will be to select each
object in turn in some suitable order, to put as large a fraction as possible of the
selected object into the knapsack, and to stop when the knapsack is full. Here is
the algorithm.

function knapsack(w[1..n],v[l..n],W): array [1..n]
{initialization}
fori =ltondox[i]- 0
weight- 0
{greedy loop}
while weight< W do

i - the best remaining object {see below-
if weight + w[i]< W then x[li]- 1

weight - weight + w[i]
else x[i]- (W - weight)/w[i]

weight- W
return x

There are at least three plausible selection functions for this problem: at each stage
we might choose the most valuable remaining object, arguing that this increases
the value of the load as quickly as possible; we might choose the lightest remaining
object, on the grounds that this uses up capacity as slowly as possible; or we might
avoid these extremes by choosing the object whose value per unit weight is as high
as possible. Figures 6.5 and 6.6 show how these three different tactics work in one
particular instance. Here we have five objects, and W = 100. If we select the objects
in order of decreasing value, then we choose first object 3, then object 5, and finally
we fill the knapsack with half of object 4. The value of the solution obtained in this
way is 66 + 60 + 40/2 = 146. If we select the objects in order of increasing weight,
then we choose objects 1,2, 3 and 4 in that order, and now the knapsack is full. The
value of this solution is 20 + 30 + 66 + 40 = 156. Finally if we select the objects in
order of decreasing vi /wi, we choose first object 3, then object 1, next object 2, and
finally we fill the knapsack with four-fifths of object 5. Using this tactic, the value
of the solution is 20 + 30 + 66 + 0.8 x 60 = 164.

n = 5, W = 100

w 10 20 30 40 50
v 20 30 66 40 60

v/w 2.0 1.5 2.2 1.0 1.2
Figure 6.5. An instance of the knapsack problem

This example shows that the solution obtained by a greedy algorithm that maxi-
mizes the value of each object it selects is not necessarily optimal, nor is the solution
obtained by minimizing the weight of each object that is chosen. Fortunately the

203
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Sac à dos (knapsack)
Fonctions de sélection possibles
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Greedy Algorithms Chapter 6

Select: xi Value

Max vi 0 0 1 0.5 1 146
Minw1  1 1 1 1 0 156
Max v1 /w1  1 1 1 0 0.8 164

Figure 6.6. Three greedy approaches to the instance in Figure 6.5

following proof shows that the third possibility, selecting the object that maximizes
the value per unit weight, does lead to an optimal solution.

Theorem 6.5.1 If objects are selected in order of decreasing vi lwi, then algorithm
knapsack finds an optimal solution.

Proof Suppose without loss of generality that the available objects are numbered in order
of decreasing value per unit weight, that is, that

Vi/W1 > V2/W2 > ... > Vn/wn

Let X = (xI, . . ., xn) be the solution found by the greedy algorithm. If all the xi are
equal to 1, this solution is clearly optimal. Otherwise, let j be the smallest index
such that xj < 1. Looking at the way the algorithm works, it is clear that xi 1
when i < j, that xi 0 when i > j, and that Yn 1 xiwi = W. Let the value of the
solution X be V(X) n 1 v xivi.

Now let Y = (yl,.yy) be any feasible solution. Since Y is feasible,
Y I yiwi 5< W, and hence Y" I (xi - yi)wi > 0. Let the value of the solution
Y be V(Y) Zn y iv1 . Now

n n
V(X) V(Y)= (xi- yi)vi Z(xi- yi)wiV

ii 11

When i < j, xi 1 and so xi - yt is positive or zero, while vi/wi 2 vj/wj; when
i > j, xi = 0 and so xi - yi is negative or zero, while vi /wi < vj/wj; and of course
when i j, vi/wi = vj/wj. Thusineverycase (xi -y)(v,/wi)> (x -yi)(vj/w,).
Hence n

V(X)-V(Y)' (vjlwqj) Y.(xi - Yi)wi ' °
il

We have thus proved that no feasible solution can have a value greater than V(X),
so the solution X is optimal. U

Implementation of the algorithm is straightforward. If the objects are already
sorted into decreasing order of vi/ wi, then the greedy loop clearly takes a time in
0 (n); the total time including the sort is therefore in 0 (n log n). As in Section 6.3.1,
it may be worthwhile to keep the objects in a heap with the largest value of vi / wI at
the root. Creating the heap takes a time in 0 (n), while each trip round the greedy
loop now takes a time in 0 (log n) since the heap property must be restored after
the root is removed. Although this does not alter the worst-case analysis, it may
be faster if only a few objects are needed to fill the knapsack.
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Sac à dos (knapsack)
Attention ! Ici la variante “fractionnaire” du problème

candidats = objets
Réalisabilité : poids des objets n’excède pas W ?
Fonction objective : poids des objets = W .
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Et Sac à dos NON fractionnaire ?
Mauvaises nouvelles...

L’heuristique vorace peut
aboutir à une solution non optimale
ne pas trouver de solution même si une solution existe

Mais, prix de consolation, aucun algorithme efficace n’est connu pour
résoudre le problème NON fractionnaire !
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Plus courtes distances de la source (Dijkstra)

Plus courtes distances
DONNÉE: graphe orienté (N,A) avec longueurs non négatives aux arcs
CALCULER: distance minimale du sommet 1 à chaque s ∈ N
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Plus courtes distances de la source (Dijkstra)Section 6.4 Graphs: Shortest paths

functionDijkstra(L[1..n,1..n]): array [2..n]
array Df2.. n]
{initialization}
C - {2, 3, . .. , n} {S = N \ C exists only implicitly
for i - 2 to n do D[i]- L[1, i]
{greedy loop}
repeat n - 2 times

v - some element of C minimizing D[v]
C - C \ {v} {and implicitly S - S u {v}}
for each w E C do

D[w]- min(D[w],D[v]+L[v,w])
return D

The algorithm proceeds as follows on the graph in Figure 6.3.

Step

Initialization
1
2
3

V C

- {2,3,4,5}
5 {2,3,4}
4 {2,3}
3 {2}

D

[50,30,100,10]
[50,30,20,10]
[40,30,20,10]
[35,30,20,10]

Clearly D would not change if we did one more iteration to remove the last element
of C. This is why the main loop is repeated only n - 2 times.

Figure 6.3. A directed graph

To determine not only the length of the shortest paths, but also where they pass,
add a second array P[2. . ni, where P[v] contains the number of the node that
precedes v in the shortest path. To find the complete path, follow the pointers P
backwards from a destination to the source. The necessary modifications to the
algorithm are simple:
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candidats : sommets
Réalisabilité : aucune
Fonction objective : n candidats traités
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Plus courtes distances de la source (Dijkstra)
Idée de preuve d’optimalité
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