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Re-rappel : les ordres

Soit f : N→ R≥0.

L’ordre de f est
O(f ) = {t : N→ R≥0 | (∃c ∈ R≥0)(

∞
∀︸︷︷︸

pour tous les n
suffisamment grands

n ∈ N)[t(n)≤cf (n)]}

L’oméga de f est
Ω(f ) = {t : N→ R≥0 | (∃d ∈ R+)(

∞
∀ n ∈ N)[t(n) ≥ df (n)]}

L’ordre exact de f est
Θ(f ) = O(f ) ∩ Ω(f ).
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Outils disponibles 1 :

Asymptotic Notation Chapter 3

1. if lim f(n) c R+ then f(n) E G(.g(n)),
g (n)
f (n)

2. if lim = 0 then f (n) E 0 (g (n)) but f (n) i EO(g (n)), and
--- g(n)

3. if lim f r = ±oo thenf(n) Q(g(n)) butf(n)t E) (g(n)).
ri-o gin)

As an exercise in manipulating asymptotic notation, let us now prove a useful fact:

n

Eik E- EH) ( n k+),

for any fixed integer k > 0, where the left-hand side summation is considered as
a function of n. Of course, this is immediate from Proposition 1.7.16, but it is
instructive to prove it directly.

The "0" direction is easy to prove. For this, simply notice that ik < nk when-
ever 1 < i < n. Therefore ,n§ 1 ik < nlk = nk+l for all n > 1, which proves

y I ik E Of nk+1) using 1 as the multiplicative constant.
To prove the "Q" direction, notice that ik > (n/ 2 )k whenever i > [n/21 and

that the number of integers between [n/21 and n inclusive is greater than n/2.
Therefore, provided n > I (which implies that In/21 > 1),

k > 1 1 n X k(n

i21 i= [ [f2

Thisproves Y' I ik E Q(Wnk+l) using 1 /2 k+1 asthemultiplicativeconstant. Atighter
constant is obtained in Problem 3.23.

3.4 Conditional asymptotic notation
Many algorithms are easier to analyse if initially we restrict our attention to in-
stances whose size satisfies a certain condition, such as being a power of 2. Con-
sider for example the "divide-and-conquer" algorithm for multiplying large inte-
gers that we saw in Section 1.2. Let n be the size of the integers to be multiplied.
(We assumed them to be of the same size.) The algorithm proceeds directly if
n = 1, which requires a microseconds for an appropriate constant a. If n > 1, the
algorithm proceeds by multiplying four pairs of integers of size I n/21 (or three
pairs in the better algorithm that we shall study in Chapter 7). Moreover, it takes
a linear amount of time to carry out additional tasks. For simplicity, let us say that
the additional work takes bn microseconds for an appropriate constant b. (To be
precise, it would take a time between b1n and b2 n microseconds for appropriate
constants b1 and b2-more on this in Section 4.7.6.)

The time taken by this algorithm is therefore given by the function t : N - Wo
recursively defined by

t =n)= a ifon =w1 (3.2)
14t(nI21)±bn otherwise.

88

1. Passage extrait de BB, de même que tout passage de mes transparents visiblement
reproduit d’un livre et non explicitement attribué.
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Notre approche pour l’analyse d’algos, en résumé

Analytique
En pire cas
Souvent on comptera le nombre b d’exécutions d’une instruction
baromètre
On estimera t(n) à l’ordre près, si possible à l’ordre exact-près

I une f qui
∞
∀ n et sur tout exemplaire de taille n majore b de cet

exemplaire vérifie t(n) ∈ O(f (n))
I une g qui

∞
∀ n et sur au moins un exemplaire de taille n minore b de

cet exemplaire vérifie t(n) ∈ Ω(g(n))
I pourvu ci-dessus que g ∈ Ω(f ) on conclut t(n) ∈ Θ(f (n))
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Algorithmique versus théorie de la complexité du calcul

Un problème P est donné.

Ressort de l’algorithmique :
développer un algorithme A efficace pour résoudre P
déterminer l’ordre exact du temps d’exécution de l’algorithme A.

Ressort de la complexité du calcul :
emprunter à l’algorithmique son meilleur algorithme, A, pour P
démontrer qu’aucun algorithme ne fait mieux que A, pour P
conclure que la complexité du problème P est donnée par le temps
d’exécution de A.
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Autres mesures possibles

La mémoire utilisée.
Peut-on toujours couper dans la mémoire ?
Peut-on toujours le faire en échange d’un temps plus long ?
Le temps “parallèle”.
L’accès à m processeurs permet-il d’accélérer ?
Idéalement : m fois plus rapide, ou mieux encore.
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Supplément sur les ordres (BB chapitre 3)
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Ordre conditionnel

Les O, Ω et Θ n’ont plus de secrets (n’est-ce pas ?).

Ordre conditionnel de f (n) = notation qui permet d’énoncer une
borne sur f (n) qui ne vaut que pour certains n
Couplé à une condition sur f ,
t(n) ∈ ordre conditionnel de f (n) ⇒ t(n) ∈ ordre inconditionnel

Exemple : Ω(f (n) | n est puissance de 2) versus Ω(f (n)).
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Ordre conditionnel
Définition formelle (cas de O, idem pour les autres)

Soient f : N→ R≥0 et P : N→ {vrai,faux}.

Alors
O(f (n) | P(n))

est

{t : N→ R≥0 | ∃c ∈ R≥0,
∞
∀n ∈ N, [ P(n) =⇒ t(n) ≤ cf (n) ] }.
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Règle de l’harmonie (“smoothness” rule)
Cas de Θ (idem pour les autres)

b ∈ N≥2
t(n) ∈ Θ(f (n) | n est puissance de b).

La règle de l’harmonie sert à éliminer “n est puissance de b” :

Si

t(n) est é.n.d. (éventuellement non décroissante), i.e.,
∞
∀n ∈ N, t(n) ≤ t(n + 1)
f (n) est harmonieuse, i.e.,
f (n) est é.n.d et f (bn) ∈ O(f (n))

alors
t(n) ∈ Θ(f (n)).
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Opérations sur les ordres

O(n2 + n3) a été défini, mais est-ce que O(n2) + O(n3) a un sens ? Non !

Il faut donc inventer une définition. La voici :

O(f ) + O(g)

est

{ h : N→ R≥0 | ∃h1 ∈ O(f ),∃h2 ∈ O(g),
∞
∀n ∈ N, [h(n) = h1(n)+h2(n)] }

Parfois utile pour estimer le temps d’un bloc A suivi d’un bloc B.

S’étend à d’autres opérateurs, par exemple × au lieu de +, et à n’importe
quelle paire d’ensembles de fonctions, comme O(f ) + Θ(g).
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Supplément sur les récurrences (BB Section 4.7)
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Méthode du pifomètre (“intelligent guesswork”)

Méthode : estimer à l’oeil la forme de la solution, puis prouver.

Ex : récurrence importante (ici n puissance de b)

T (bk) =
{

c 6= 0 si k = k0
aT (bk−1) + f (bk) si k > k0,

où k0 ∈ N, a ∈ R≥1, b ∈ N≥2, f : N −→ R>0.
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T (bk) =
{

c 6= 0 si k = k0
aT (bk−1) + f (bk) si k > k0,

Posons g(bk0) = c/(ak0) et g(bk) = f (bk)/(ak) pour k > k0.
Par induction sur k ≥ k0 :

T (bk) = ak × [g(bk0) + g(bk0+1) + · · ·+ g(bk)].

Déjà T (n) ∈ Ω( nlogb a︸ ︷︷ ︸
(bk)logb a=ak

| n est puissance de b).

Pour obtenir mieux, il faut analyser [+ · · ·+] :
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T (bk) =
{

c 6= 0 si k = k0
aT (bk−1) + f (bk) si k > k0.

Lemme (“des puissances de b”)
Si ε > 0 et f (n) ∈ O(nlogb a − ε) alors
T (n) ∈ Θ(nlogb a | n est puissance de b).
Si ε > 0 et f (n) ∈ O(nlogb a + ε) alors
T (n) ∈ O(nlogb a + ε | n est puissance de b).
Si ε ≥ 0 et f (n) ∈ O(nlogb a(log n)ε) alors
T (n) ∈ O(nlogb a(log n)ε+1 | n est puissance de b).
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Application à une récurrence asymptotique

Soit t : N −→ R>0 dont on ne connaît que

t(n) ∈ a1t(dn/be) + a2t(bn/bc) + O(f (n)),

où

f : N −→ R>0

a1, a2 ∈ R≥0, a1 + a2 ≥ 1
b ∈ N≥2.

Le théorème qui suit résout cette récurrence :
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Théorème (Solution de la récurrence asymptotique)

Posons a = a1 + a2.
1 Si ε > 0 et (logb a − ε) ≥ 0 et f (n) ∈ O(nlogb a − ε) alors

t(n) ∈ O(nlogb a).
2 Si ε > 0 et f (n) ∈ O(nlogb a + ε) alors t(n) ∈ O(nlogb a + ε).
3 Si ε ≥ 0 et f (n) ∈ O(nlogb a(log n)ε) alors t(n) ∈ O(nlogb a(log n)ε+1).

Vaut également lorsque

t(n) ∈ a1t(dn/be) + a2t(bn/bc) + Ω(f (n)),

et tous les “O” remplacés par des “Ω”.
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Preuve (esquisse) du cas f (n) ∈ O(nlogb a − ε)

t(n) ∈ a1t(dn/be) + a2t(bn/bc) + O(nlogb a − ε)

1 Choisir c et k0 tels que pour tout n ≥ bk0 ,
t(n) ≤ a1t(dn/be) + a2t(bn/bc) + cnlogb a − ε︸ ︷︷ ︸

note : non décroissante
2 Montrer que pour tout n, t(n) ≤ T (n) où

T (n) =
{

max{t(0), t(1), . . . , t(bk0)} si n ≤ bk0

a1T (dn/be) + a2T (bn/bc) + cnlogb a − ε sinon.

3 Lemme des puissances ⇒ T (n) ∈ O(nlogb a | n est puissance de b)
4 Démo 3 ⇒ T (n) est é.n.d.
5 nlogb a est harmonieuse
6 Smoothness rule ⇒ T (n) ∈ O(nlogb a)
7 Points (2) et (6) ⇒ t(n) ∈ O(nlogb a).
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Méthode de l’équation caractéristique

Déjà étudiée dans les cours préalables pour la résolution de récurrences
linéaires homogènes à coefficients constants.

Plusieurs exemples dans BB.
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3Résolution de récurrence

Résolution de récurrences

IFT2125,  Sylvie Hamel 
Université de Montréal               

Récurrences linéaires homogènes à coefficients constants:
RSoit la récurrence 

a0tn + a1tn�1 + . . . + aktn�k = 0

Voici les étapes de la résolution:
1) Trouver le polynôme caractéristique          de la récurrenceP (x) R

2) Trouver les racines de P (x)

Si ces racines sont distinctes

3) La solution générale est de la forme tn =

kX

i=1

cir
n
i

4) Résoudre le système d’équations linéaires donné par les conditions 	


    initiales pour trouver la valeur des constantes c1, c2, . . . , ck

5) Écrire la solution      en fonction de ces constantestn ci
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4Résolution de récurrence

Résolution de récurrences

IFT2125,  Sylvie Hamel 
Université de Montréal               

Récurrences linéaires homogènes à coefficients constants:
RSoit la récurrence 

a0tn + a1tn�1 + . . . + aktn�k = 0

Voici les étapes de la résolution:
1) Trouver le polynôme caractéristique          de la récurrenceP (x) R

2) Trouver les racines de P (x)

4) Résoudre le système d’équations linéaires donné par les conditions 	


    initiales pour trouver la valeur des constantes c1, c2, . . . , ck

5) Écrire la solution      en fonction de ces constantestn ci

Si ces racines ne sont pas toutes distinctes

3) La solution générale est de la forme tn =
X̀

i=1

mi�1X

j=0

cijn
jrn

i

où on a    racines     de multiplicité` ri mi
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Cas non homogène

Type de récurrence :

a0tn + a1tn−1 + · · ·+ aktn−k = bn
1p1(n) + bn

2p2(n) + · · ·

où ai , bj sont des constantes,
pi (n) sont des polynômes.

Prendre comme équation caractéristique :

(a0xk + a1xk−1 + · · ·+ ak)(x − b1)1+degré(p1)(x − b2)1+degré(p2) · · · = 0.
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