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Question: Donner un algorithme pour rendre la monnaie avec le moins de pieces pos-
sibles, en supposant que chaque type de piece existe en quantité illimitée.

Solution: Soient c1,co, ..., ¢, > 0 la valeur des pieces disponibles en quantité illimitée.
Supposons que ’on désire rendre la monnaie sur M unités. Nous construisons un tableau
T de taille n x (M + 1) tel que Ti,j] est le nombre de pieces minimum afin de rendre
la monnaie sur j unités en utilisant seulement les ¢ premieres pieces.

Notons d’abord que T'[i, 0] = 0 pour tout 1 < < n puisqu’il n’y a aucune piece a rendre.
De plus,
Tli,j]=min(  Tl—-1,7] ,T[,j—c]+1)
———— | S —
ne pas prendre piéce ¢; prendre piéce c¢;

en supposant que chaque case a l'extérieur du tableau vaut implicitement +oo. En
effet, si on n’utilise pas la iéme piece, le nombre de pieces rendues sera identique au
nombre de pieces nécessaires pour rendre le méme montant j en utilisant seulement les
i — 1 premiéres pieces. Si on utilise la iéme piece, on utilisera une piece de plus que
le nombre de pieces nécessaires pour rendre le montant restant, de valeur j — ¢;. On
choisira d’utiliser ou non la iéme piece selon laquelle de ces deux options nécessite le
moins de pieces.

Le nombre minimum de pieces nécessaires afin de rendre la monnaie sur M unités sera
donc T'[n, M]. 11 faut encore une étape supplémentaire afin d’identifier les pieces a rendre.
Pour cela, il suffit de débuter a la case T'[n, M] du tableau et retrouver le cheminement
qui a été pris depuis 7'[0,0]. Si T'[i, j] provient de T'[i — 1, j], alors la piece i n’est jamais
utilisée. Si T[4, j| provient de T'[i, 7 — ¢;] alors la piece i a été utilisée. Ce processus est
répété itérativement jusqu’a arriver a 70, 0].

Voici une implémentation de cet algorithme:



def nb_pieces(c, M):
# ¢ = [cl,c2,...,cn] la liste des denominations disponibles
# M, le montant a retourner
# retourne le tableau T rempli
T = [[0]*(M+1) for i in range(len(c))]

for i in range(len(c)):
for j in range(1,M+1):
a = T[i-11[j] if i > O else float("inf")
b = T[i]l[j-c[i]] if j >= c[i] else float("inf")
T[11[j] = min(a, b+1)

return T

def monnaie(c, M):
# retourne les pieces de monnaie a rendre
p = [0] * len(c) #nombre de pieces de chaque denomination a rendre
T = nb_pieces(c, M)
i, j = len(c)-1, M

while (i, j) !'= (0, 0):
a = T[i-11[j] if i > O else float("inf")
b T[i] [j-c[il] if j >= cl[i] else float("inf")

if T[i1[j] == a:

i-=1
else:
j -= clil
plil += 1
return p

Le temps d’exécution exact de monnaie est dans ©(nM).



Question: Donner un algorithme qui rend la monnaie méme lorsque le nombre de pieces
disponibles est limité.

Solution: Il suffit de créer une ligne pour chaque occurrence d’une piece puis d’utiliser
la regle:
T[i,j] =min(  T[i—1,]] JIli—1,7—pi] +1)

ne pas prendre piece ¢; prendre pieéce ¢;

ou p; est la piece associée a la ligne 7. Toutes les cases sont initialisées a +o00 a ’exception
de la premiére columne qui est initialisée a 0. Voici une implémentation possible:

def nb_pieces(c, s, k):
T = [[float("inf")] * (k+1) for i in range(sum(s)+1)]
P = [0] + [p for i in range(len(c)) for p in [c[i]l] * s[i]]

for i in range(len(T)):
T[il[0] =0

for i in range(1, len(T)):
for j in range(1l, k+1):
a = T[i-11[j] if i > 0 else float("inf")
b = T[i-1]1[j-c[P[i]1]] if j >= c[P[i]] else float("inf")
T[11[j] = min(a, b+1)

return T

def monnaie(c, s, k):

= nb_pieces(c, s, k)

[None] + [x for i in range(len(c)) for x in [i] * s[il]
[0] * len(c)

k

.8 U4
]

for i in reversed(range(1l, len(T))):
a = T[i-1][j]
b = T[i-1]1[j-c[P[i]]1] if j >= c[P[i]] else float("inf")
if TLi1[3] !'= a:

plP[i]l] += 1
j —= c[P[il]
return p




Question: RSA entre Alice et Bob

Solution:

Bob :

1. Choisit 2 "grands” premiers p = 19, ¢ = 23

2. Calcule leur produit z = pq = 437

3. Calcule également ¢ = (p — 1)(¢ — 1) = 396

4. Choisit au hasard un nombre 1 <n <z—-1: n=13

5. Calcule 'unique s tel que ns( mod ¢) = 1 : s = 61 (si n'existe pas ou que
pged(n, z) # 1, alors choisit un autre n tant que pged(n, z) # 1)

6. Bob envoie publiquement z = 437 et n = 13
Alice :

1. Veut encoder le message 0 < m < z — 1 suivant : m = 123
2. Encode grace & ¢ = m"( mod z) ainsi : ¢ = 386

3. Envoie le message codé ¢ = 386
Bob

1. Recoit le message codé ¢ = 386

2. Décode le message m = ¢*( mod z) ainsi : m = 123

Ils ont donc réussi a s’échanger un message sans qu’un espion ne puisse le découvrir, car
trouver s nécessiterait la factorisation de z.



