
Introduction à l’algorithmique Hiver 2018

IFT2125-6001 TA: Stéphanie Larocque
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Question: Soit f ∈ O(nlogb a−ε) où ε > 0. Soit T : N→ R≥0 telle que

T (bk) =

{
c si k = k0,
aT (bk−1) + f(bk) sinon

Montrer que T ∈ Θ(nlogb a : n est une puissance de b).

Note : Il s’agit de la première partie du théorème des puissances de b

Solution: Posons g(bk0) = c/ak0 , et g(bk) = f(bk)/ak pour tout k > k0. Nous avons
montré en cours par induction que T (bk) = ak

[
g(bk0) + g(bk0+1) + ...+ g(bk)

]
, ce qui

prouve que T ∈ Ω(nlogb a : n est une puissance de b), car ak = (bk)logb a. En effet, pour
k assez grand (k ≥ k0), on a:

T (bk) = ak
[
g(bk0) + g(bk0+1) + ...+ g(bk)

]
= ak

[
c

ak0
+
f(bk0+1)

ak0+1
+ · · ·+ f(bk)

ak

]
par définition de g

≥ ak
[ c

ak0
+ 0 + · · ·+ 0

]
car f(bi) ≥ 0 et ai ≥ 0 et donc

f(bi)

ai
≥ 0 pour i > k0

=
( c

ak0

)
ak où

( c

ak0

)
est une constante

Et donc on a bien T (bk) ∈ Ω(ak), c’est-à-dire que T (n) ∈ Ω(nlogb a : n est une puissance de b).

Il reste à prouver que T ∈ O(nlogb a : n est une puissance de b). Puisque f ∈ O(nlogb a−ε),
il existe n0 ∈ N, d ∈ R>0 telles que f(n) ≤ dnlogb a−ε pour tout n ≥ n0.
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Soit i ≥ max(n0, k0), alors:

g(bi) =
f(bi)

ai

≤ d(bi)logb a−ε

ai
car f(n) ∈ O(nlogb(a)−ε)

=
d

bεi
. car (bi)logb(a)−ε =

(bi)logb(a)

(bi)ε
=

(blogb(a))i

biε
=
ai

biε

Ainsi pour k ≥ max(n0, k0), nous avons

T (bk) = ak
[
g(bk0) + g(bk0+1) + ...+ g(bk)

]
= ak

max(n0,k0)−1∑
i=k0

g(bi) +
k∑

i=max(n0,k0)

g(bi)


≤ ak

max(n0,k0)−1∑
i=k0

g(bi) +
k∑

i=max(n0,k0)

d/bεi


≤ ak

max(n0,k0)−1∑
i=k0

g(bi) + d/(1− (1/bε))


︸ ︷︷ ︸

une constante

par la série géométrique,

∞∑
j=0

aj =
1

1− a
lorsque |a| < 1.

Puisque ak = (bk)logb a, nous concluons que T ∈ O(nlogb a : n est une puissance de b) et
donc nous avons T ∈ Θ(nlogb a : n est une puissance de b).
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Question: Borner la récurrence suivante pour n une puissance de 2

T (n) =

{
1 si n = 1,
2T (n/2) + log n sinon

Solution: Nous pouvons utiliser le lemme des puissances de b (le cas prouvé à la question
précédente). Si n = 2k nous avons

T (2k) =

{
1 si k = 0,
2T (2k−1) + k sinon
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Nous retrouvons le cas général du lemme avec a = 2, b = 2, logb a = log2 2 = 1
et f(n) = log(n). Comme nous pouvons borner f(n) par

√
n, nous pouvons appli-

quer le cas 1 du lemme avec ε = 1/2. En effet, nous avons trouvé ε > 0 tel que
f(n) ∈ O(nlogb a−ε), car O(nlog2 2−(1/2)) = O(

√
n). Cela implique que T (n) ∈ Θ(nlogba :

n est une puissance de b) = Θ(n : n est une puissance de 2).
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Question: Montrer que toutes les conditions afin d’appliquer la règle d’harmonie sont
nécessaires. Plus précisément, exhiber b ≥ 2, et f, t : N→ R≥0 telles que t(n) ∈ Θ(f(n) :
n est une puissance de b), mais t /∈ Θ(f). Donner trois paires de fonctions f, t sujettes
aux conditions additionnelles suivantes:

1. f est harmonieuse, mais t n’est pas éventuellement non décroissante

2. f et t sont éventuellement non décroissantes mais f(bn) /∈ O(f(n))

3. f(b(n)) ∈ O(f(n)) et t est éventuellement non décroissante mais f n’est pas
éventuellement non décroissante.

Note : ”Trouver” les fonctions peut demander d’être assez astucieux. L’important est
de comprendre pourquoi les fonctions fournies prouvent la nécessité de chacune des
conditions. Avant d’utiliser la règle de l’harmonie, il faut donc prouver qu’on puisse
l’appliquer en justifiant chacune des conditions sur les fonctions t et f .

Solution:

1. Nécessité de t é.n.d.: Soient f(n) = n et

t(n) =

{
n si n est une puissance de b,
1 sinon

Lorsque n est une puissance de b, nous avons t(n) = f(n) = n. Montrons que
t /∈ Θ(f). Supposons le contraire par l’absurde. Alors il existe n0 ∈ N, c ∈ R>0

telles que ∀n ≥ n0 nous avons t(n) ≥ cf(n). Soit m > max(n0, 1/c) un nombre
qui ne soit pas une puissance de b. Selon notre supposition, nous avons t(m) ≥
cf(m) = cm > c1c = 1. Or par définition t(m) = 1, ce qui est une contradiction
avec ce qui précède.

2. Nécessité de f(bn) ∈ O(f(n))): Soient b = 2,

t(n) = 2ndlogne,

f(n) = 2nblognc.
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Par définition, t et f sont non décroissantes, et nous avons t(2i) = f(2i) = 22
ii.

Supposons que f(2n) ∈ O(f(n)), alors ∃n0, c ∈ R>0 telles que ∀n ≥ n0 nous avons
f(2n) ≤ cf(n). Posons m = max(n0, dce+ 1). Nous avons f(2m+1)/f(2m) ≤ c, or

f(2m+1)

f(2m)
=

22
m+1(m+1)

22mm
≥ 22

m+1(m+1)

22m+1m
= 22

m+1 ≥ m > c,

ce qui est une contradiction.

Montrons maintenant que t /∈ Θ(f). Supposons que t ∈ Θ(f), alors ∃n0 ∈ N, c ∈
R>0 telles que ∀n ≥ n0 nous avons t(n) ≤ cf(n). Posons m = max(n0, dce + 1).
Nous avons t(2m + 1)/f(2m + 1) ≤ c, or

t(2m + 1)

f(2m + 1)
=

2(2
m+1)(m+1)

2(2m+1)m
= 22

m+1 ≥ m > c,

ce qui est une contradiction. Ainsi, t /∈ Θ(f).

3. Nécessité de f é.n.d.: Soient t(n) = n et

f(n) =

{
n si n est une puissance de b,
1 sinon

Lorsque n est une puissance de b, nous avons t(n) = f(n) = n. De plus, f(bn) ∈
O(f(n)). En effet, si n = bk nous avons

f(bn) = f(bk+1) = bk+1 = bf(bk) = bf(n),

et si n n’est pas une puissance de b nous avons

f(bn) = 1 ≤ b = bf(n).

Or, t /∈ Θ(f), par un argument similaire à celui donné au point 1.
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Question: Considérez une fonction t : N → R>0 éventuellement non décroissante telle
que

∀n ≥ n0 t(n) ≤ t(bn/2c) + t(dn/2e) + t(1 + dn/2e) + cn.

Bornez t grâce à la notation O.

Note : Numéro pas montré en démo, mais tout de même important, car il s’agit du seul
numéro de la démo qui porte sur le théorème des récurrences asymptotiques. Le début
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de la solution ne sert ”qu’à” mettre la borne supérieure de la récurrence sous la forme
désirée par le théorème des récurrences asymptotiques. Le théorème est ensuite appliqué
à la toute fin pour déterminer l’ordre O

Solution: Soit m0 le seuil à partir duquel t est non décroissante. Soit n ≥ max(2m0, n0),
alors bn/2c ≥ m0. Ainsi t(bn/2c) ≤ t(dn/2e) ≤ t(1 + dn/2e) et du coup

t(n) ≤ 3t(1 + dn/2e) + cn. (1)

Posons T (n) = t(n+ 2). Soit n ≥ max(2mo, n0), alors

T (n) = t(n+ 2)

≤ 3t(1 + d(n+ 2)/2e) + c(n+ 2)

= 3t(2 + dn/2e) + c(n+ 2)

≤ 3t(2 + dn/2e) + c · 2n
= 3T (dn/2e) + 2cn.

Ainsi, T (n) ≤ 3T (dn/2e) + (2c)n pour tout n ≥ max(2m0, n0). En appliquant un
théorème vu en classe (théorème sur les récurrences asymptotiques) avec

a = 3, b = 2, f(n) = n, ε = 1/2 > 0

nous obtenons T ∈ O(nlog2 3). Puisque t(n) = T (n − 2) ≤ T (n), nous concluons que
t ∈ O(nlog2 3) = O(n1.585).

5

Question: Résoudre la récurrence suivante exactement

tn =

{
n n = 0 ou n = 1

5tn−1 − 6tn−2 n ≥ 2
(2)

et exprimer de façon en utilisant la notation Θ (le plus simplement possible).

IMPORTANT Pour résoudre une récurrence, il faut suivre les étapes suivantes:

1. Écrire le polynôme caractéristique

• S’il s’agit d’une relation de récurrence homogène, c’est-à-dire qu’elle s’écrit
sous la forme

a0tn + a1tn−1 + a2tn−2 + · · ·+ aktn−k = 0,
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alors le polynôme caractéristique sera a0r
n+a1r

n−1+a2r
n−2+· · ·+akrn−k = 0,

qui peut se réécrire sous la forme suivante (en divisant par rn−k):

a0r
k + a1r

k−1 + a2r
k−2 + · · ·+ ak−1r

1 + ak = 0

• S’il s’agit d’une relation de récurrence non-homogène homogène, c’est-à-dire
qu’elle s’écrit sous la forme

a0tn + a1tn−1 + a2tn−2 + · · ·+ aktn−k = bn1p1(n) + bn2p2(n) + . . . ,

où les pi(n) sont des polynômes de degré di, alors le polynôme caractéristique
sera sous la forme suivante (en divisant par rn−k):

(a0r
k + a1r

k−1 + a2r
k−2 + · · ·+ ak−1r

1 + ak)(r − b1)1+d1(r − b2)1+d2 · · · = 0

2. Trouver les racines du polynômes

3. Écrire la forme générale

• Si les racines sont toutes distinctes, alors la forme générale est

tn =
k∑
i=1

cir
n
i = c1r

n
1 + c2r

n
2 + · · ·+ ckr

n
k ,

où les ri sont les racines.
Par exemple, si le polynôme a comme racines r1 = 4 et r2 = 8, la forme
générale sera tn = c1 · 4n + c2 · 8n.

• Si les racines ne sont pas toutes distinctes, alors la forme générale est

tn =
∑̀
i=1

mi−1∑
j=0

cijn
jrni ,

où les ri sont les racines, chacune de multiciplicité mi (les constantes cij seront
à déterminer dans à la prochaine étape).
Par exemple, si le polynôme est (x−6)3(x−5) = 0, il a comme racines r1 = 6
de multiciplicité 3 et r2 = 5 de multiciplicité 1, et la forme générale sera
tn = c1 · 6n + c2 ·n · 6n + c3n

2 · 6n + c4 · 5n. Notons qu’un polynôme de degré k
aura toujours k racines (et donc la somme des multiciplicités de chacune des
racines doit toujours donner k.)

4. Trouver les constantes c1, c2, ..ck à l’aide des conditions initiales (t0 = .., t1 =
.., tk = ..). Lorsque le polynôme caractéristique est de degré k, il s’agit d’un
système linéaire de k équations et k inconnues, qui peut être résolu de multiples
façons (substitution des équations dans les autres, avec la forme matricielle, etc.).

5. Écrire la récurrence avec les constantes trouvées
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6. Si demandé, trouver la notation Θ correspondant à la solution trouvée et prouver
la réponse (à l’aide d’une limite, par exemple).

Solution:

1. Pour n > 1, nous avons tn− 5tn−1 + 6tn−2 = 0. Il s’agit d’une équation homogène,
donc le polynôme charactéristique de la récurrence est

p(x) = (x2 − 5x+ 6) = 0.

2. Puisqu’on peut réécrire le polynôme sous la forme p(x) = x2−5x−6 = (x−2)(x−
3) = 0, alors les racines sont x1 = 2 et x2 = 3.

3. Puisqu’on a uniquement des racines distinctes, alors la forme générale de la solution
est

tn = c1x
n
1 + c2x

n
2 = c12

n + c23
n

4. Trouvons maintenant les valeurs des constantes c1 et c2. Utilisant les conditions
initiales données par (4) et la forme générale de la solution, nous obtenons le
système suivant

t0 = c1 + c2 = 0,
t1 = 2c1 + 3c2 = 1,

Comme nous avons [
1 1 0
2 3 1

]
∼
[

1 0 −1
0 1 1

]
Nous avons donc c1 = −1 et c2 = 1.

5. Nous obtenons donc la solution finale tn = (−1) · 2n + 3n = −2n + 3n.

6. Puisque

lim
n→∞

−2n + 3n

3n
= 1 + lim

n→∞
−
(

2

3

)n
= 1 + 0 ∈ <,

alors tn ∈ Θ(3n).
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Question: Résoudre la récurrence suivante exactement

tn =

{
n n = 0, 1, 2, 3

2tn−1 − 2tn−3 + tn−4 n ≥ 4
(3)
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et exprimer de façon en utilisant la notation Θ (le plus simplement possible).

Solution:

1. Pour n > 3, nous avons tn − 2tn−1 + 2tn−3 − tn−4 = 0. Il s’agit d’une équation
homogène, donc le polynôme charactéristique de la récurrence est

p(x) = (x4 + 2x3 + 2x− 1) = 0.

2. Puisqu’on peut réécrire le polynôme sous la forme

p(x) = (x4 + 2x3 + 2x− 1) = (x− 1)3(x+ 1) = 0,

alors les racines sont x1 = 1 (de multiciplicité 3) et x2 = −1 (de multiciplicité 1).

3. Puisqu’on a des racines multiples, alors la forme générale de la solution est

tn = c11
n + c2n1n + c3n

21n + c4(−1)n = c1 + c2n+ c3n
2 + (−1)nc4

4. Trouvons maintenant les valeurs des constantes c1, c2, c3 et c4. Utilisant les con-
ditions initiales données par (4) et la forme générale de la solution, nous obtenons
le système suivant

t0 = c1 + + + c4 = 0
t1 = c1 + c2 + c3 − c4 = 1
t2 = c1 + 2c2 + 4c3 + c4 = 2
t3 = c1 + 3c2 + 9c3 − c4 = 3,

Comme nous avons
1 0 0 1 0
1 1 1 −1 1
1 2 4 1 2
1 3 9 −1 3

 ∼


1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0


Nous avons donc c1 = c3 = c4 = 0 et c2 = 1.

5. Nous obtenons donc la solution finale tn = c2n · (1)n = n

6. Évidemment, on a tn = n ∈ Θ(n).
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Question: Résoudre la récurrence suivante exactement

tn =

{
n+ 1 si n = 0 ou si n = 1,
3tn−1 − 2tn−2 + 3 · 2n−2 sinon

(4)

Solution: Pour n > 1, nous avons tn − 3tn−1 + 2tn−2 = (3/4) · 2n. Ainsi le polynôme
charactéristique de la récurrence est

p(x) = (x2 − 3x+ 2)(x− 2),

car b1 = 2 et p1(n) = 3
4 est de degré d1 = 0 (et donc l’exposant de (x−b1) sera 1+d1 = 1).

On peut réécrire le polynôme ainsi

p(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 2),

Les racines sont 1 (de multiciplicité 1) et 2 (de multiplicité 2). La racine 2 engendre

(c1 + c2n) · 2n

et la racine 1 engendre
c3 · 1n.

Ainsi,
tn = c12

n + c22
nn+ c3.

Utilisant les conditions initiales données par (4) nous obtenons le système suivant

t0 = c1 + c3 = 1,
t1 = 2c1 + 2c2 + c3 = 2,
t2 = 4c1 + 8c2 + c3 = 7.

Comme nous avons  1 0 1 1
2 2 1 2
4 8 1 7

 ∼
 1 0 0 −2

0 1 0 3/2
0 0 1 3


Nous obtenons donc tn = −2 · 2n + (3/2)2nn+ 3 = (3n− 4)2n−1 + 3.
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Question: Résoudre la récurrence suivante exactement

T (n) =

{
a si n = 0 ou si n = 1,
T (n− 1) + T (n− 2) + c sinon

Similaire à la question précédente, mais avec des racines funky. On utilise φ et (1 − φ)

simplement pour ne pas avoir à écrire partout 1±
√
5

2 .

Solution: Pour n > 1, nous avons T (n) − T (n − 1) − T (n − 2) = c = 1nc. Ainsi le
polynôme charactéristique de la récurrence est p(x) = (x2 − x − 1)(x − 1). Ainsi les

racines de p sont 1 et 1±
√
5

2 , toutes de multiplicité 1. Dénotant φ = 1+
√
5

2 , nous avons

T (n) = c1 + c2φ
n + c3(1− φ)n.

Nous obtenons le système

T (0) = c1 + c2 + c3 = a,
T (1) = c1 + c2φ + c3(1− φ) = a,
T (2) = c1 + c2φ

2 + c3(1− φ)2 = 2a+ c.

Nous pouvons résoudre le système soit en appliquant directement l’algorithme de Gauss-
Jordan comme précédemment sur la matrice 1 1 1 a

1 φ 1− φ a
1 φ2 (1− φ)2 2a+ c


soit en procédant d’abord par substitution, ce qui donne:

c1 = a− c2 − c3

Le système devient alors

(φ− 1)c2 − φc3 = 0

(φ2 − 1)c2 + (φ2 − 2φ)c3 = a+ c

Avec Gauss-Jordan nous obtenons[
φ− 1 −φ 0
φ2 − 1 φ2 − 2φ a+ c

]
∼

[
1 −φ

φ−1 0

0 φ(2φ− 1) a+ c

]

∼

[
1 0 a+c

(φ−1)(2φ−1)
0 1 a+c

φ(2φ−1)

]
Comme 2φ− 1 =

√
5 et φ(1− φ) = −1, nous obtenons c1 = −c, c2 = φ(a+ c)/

√
5, c3 =

−(1− φ)(a+ c)/
√

5. Nous concluons que T (n) = −c+ a+c√
5
φn+1 − a+c√

5
(1− φ)n+1.
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